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内 容 提 要 

本 书 是 教育 部 研究 生 工作 办 公 室 推荐 的 “研究 生 教 学 用 书 ”, 是 在 第 一 版 的 基础 上 修订 而 
成 的 。 这 次 修订 除了 改正 了 第 一 版 中 的 几 处 印刷 错误 ,并 在 第 五 章 第 四 节 末尾 加 了 一 小 段 
外 ,其 余 未 作 改 动 。 

本 书 力求 在 物理 学 与 偏 微分 方程 之 间架 设 一 座 桥梁 ,帮助 从 事 应 用 偏 微分 方程 学 习 、 研 
究 与 教学 的 教师 .研究 生 .高 年 级 大 学 生 及 其 他 学 科 领 域 与 应 用 部 门 的 学 者 和 研究 工作 者 熟 
练 掌握 近代 物理 学 中 一 些 重要 的 基本 方程 ,了 解 其 来 龙 去 脉 及 推导 过 程 ,理解 现今 国际 上 一 
些 重要 并 常见 的 数学 模型 ,从 而 可 以 更 自觉 地 学 习 和 运用 ,并 学 会 抓 住 一 些 有 意义 的 问题 开 
展 研究 工作 。 

全 书 分 上 、 下 两 册 出 版 。 上 册 共 5 章 ,从 最 基本 的 物理 概念 出 发 ,分 别 介绍 了 电动 力学 、 
流体 力学 、. 磁 流体 力学 .反应 流体 力学 、 弹 性 力学 ,重点 介绍 建立 它们 的 基本 方程 的 全 过 程 , 并 
对 这 些 方程 在 数学 上 的 结构 与 特征 作 简 略 的 说 明 ,还 有 选择 地 介绍 了 近年 来 国际 上 的 一 些 最 
近 的 研究 成 果 。 
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新 版 序 


本 书 第 一 版 上 册 于 1997 年 7 月 ， 下 册 于 2000 年 6 月 出 
版 . 在 下 册 出 版 的 同年 7 月 ,应 读者 的 需要 ， 在 改正 了 少数 印 
刷 错 误 后 ， 将 上 册 第 2 次 印刷 . 

这 次 出 版 ， 除 改 正 了 上 、 下 册 中 已 发 现 的 不 多 几 处 印刷 错 
误 ， 并 在 第 五 章 85.4 末尾 加 一 小 段 外 ， 其余 均 未 更 动 ， 特 此 说 
明 . 利用 这 个 机 会 ， 对 本 书面 世 以 来 众多 病友 和 广大 读者 的 喜 
励 和 厚爱 表示 由 衷 的 谢意 . 


作者 
2003 年 9 月 于 上 海 
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很 多 重要 的 物理 、 力 学 学 科 ， 其 基本 方程 均 是 偏 微 分 方 
程 . 这 些 方程 的 名 称 虽 然 不 少 是 人 们 熟悉 的 ， 且 有 相当 多 的 研 
究 工作 在 其 基础 上 进行 , 但 要 真正 全 面 、 深 入 地 了 解 有 关 的 物 
理 、 力 学 背景 ， 却 不 是 一 件 容 易 的 事 . 为 了 帮助 从 事 应 用 偏 微 
分 方程 学 习 、 研 究 与 教学 的 教师 、 研 究 生 与 大 学 高 年 级 学 生 、 
以 及 其 他 学 科 领 域 与 应 用 部 门 的 学 者 和 研究 工作 者 熟练 掌握 
近代 物理 学 中 一 些 重要 的 基本 方程 ， 深 入 了 解 其 来 龙 去 脉 及 
推导 过 程 ， 方 便 地 理解 现今 国际 上 常用 的 一 些 数 学 模型 ， 从 而 
更 自 党 地 学 习 和 运用 ， 并 学 会 抓 住 一 些 真 正 有 意义 的 问题 ， 有 
的 放 矢 地 开展 研究 工作 , 特 编著 本 书 , 力求 在 物理 学 与 偏 微 分 
方程 之 间架 设 一 座 桥 梁 . 

在 本 书 中 ,将 从 最 基本 的 物理 概念 出 发 ， 对 电动 力学 、 
流体 力学 、 磁 流体 力学 、 反 应 流体 力学 、 弹 性 力学 、 热 弹性 力 
学 、 粘 弹性 力学 、 气 体 分 子 运 动 论 、 狭 义 相 对 论 、 量 子 力 学 等 
物理 、 力 学 学 科 ， 重 点 介绍 建立 它们 的 基本 方程 的 全 过 程 ， 同 
时 ， 对 这 些 方程 在 数学 上 的 结构 与 特征 ,包括 方程 的 类 型 及 基 
本 特点 、 解 的 性 态 及 常用 的 求解 方法 等 作 一 简略 的 说 明 ， 对 近 
年 来 国际 上 的 一 些 最 新 研究 成 果 ， 包 括 作 者 及 其 研究 集体 的 
一 些 研究 成 果 ， 也 有 选择 地 加 以 介绍 . 希望 不 熟悉 有 关 物 理 、 
力学 学 科 的 读者 能 在 不 太 长 的 时 间 内 由 浅 入 深 地 接触 到 该 学 
科 的 核心 ,从 而 尽快 地 完成 从 物理 到 数学 ， 从 有 关 物 理 、 力 学 
领域 到 其 由 偏 微 分 方程 描述 的 数学 模型 的 过 渡 . 另 一 方面 ， 对 
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已 经 比较 熟悉 有 关 物 理 、 力 学 内 容 的 读者 , 希望 通过 对 其 基本 
方程 的 数学 结构 及 特征 的 深入 了 解 ， 选 一 步 看 到 由 于 采用 了 
有 效 的 数学 工具 与 表达 方式 ， 物 理学 的 基本 内 容 将 以 更 为 清 
晰 的 形式 表现 出 来 ， 从 而 更 自觉 地 运用 近代 数学 的 概念 、 方 法 
和 工具 来 研究 有 关 的 物理 、 力 学 问题 . 

本 书 分 上 、 下 两 册 , 每 册 各 五 章 . 各 章 内 容 是 相对 独立 的 ， 
但 又 有 一 定 的 呼应 与 联系 . 每 章 后 均 附 有 习题 及 参考 文献 . 学 
习 过 大 学 数学 、 物 理 等 本 科 基 础 课程 的 读者 ， 阅 读本 书 的 绝 大 
部 分 章节 应 不 会 遇 到 本 质 上 的 困难 . 本 书 可 用 作 研 究 生 课 程 
或 大 学 高 年 级 选修 课 教材 ， 亦 可 用 作 参 考 书 或 课外 读物 ， 

自 1987 年 下 半年 起 ， 本 书 中 的 内 容 作 为 大 学 高 年 级 选修 
谋 及 研究 生 学 位 基础 课 已 在 复旦 大 学 连续 讲授 过 多 次 ， 取 得 
了 良好 的 教学 效果 ,讲稿 也 经 过 了 不 断 地 补充 和 修改 ， 本 书 是 
在 此 基础 上 定稿 的 . 

感谢 高 等 教育 出 版 社 对 本 书 出 版 的 热情 支持 以 及 郭 思 李 
编审 精心 细致 的 编辑 工作 .感谢 蔡 志 杰 博士 以 负责 的 态度 与 
姻 熟 的 技巧 打印 了 全 部 书稿 感谢 率 英 求 博 士 协 助 作者 用 国 
际 单位 制 统一 了 本 书 中 的 物理 单位 . 特别 是 , 感谢 武汉 大 学 数 
学 系 齐 民 友 教授 及 复旦 大 学 物理 系 倪 光 炯 教授 仔细 地 审阅 了 
本 书 原稿 ， 并 提出 了 许多 有 益 的 意见 和 建议 . 他 们 的 辛勤 劳动 
使 本 书 为 之 生 色 ， 

作者 是 数学 工作 者 ， 水 平 有 限 ， 对 物理 学 的 理解 更 属 肤 
浅 ， 不 妥 及 朴 漏 之 处 在 所 难免 ， 恳 请 读者 不 吝 赐 正 . 


作者 
1996 年 11 月 10 日 
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31. 引 言 


电动 力学 研究 的 对 象 是 电磁 场 , 研究 电磁 场 的 基本 属性 一 一 运动 
规律 及 它 和 带电 物质 的 相互 作用 . 

电场 和 磁场 开始 是 作为 一 种 描述 手段 而 引入 的 . 后 来 才 逐 步 揭露 
了 它 的 本 质 ， 知道 它 也 是 物质 的 一 种 存在 形式 ， 有 其 运动 规律 ,并 可 以 
和 带电 物质 相互 作用 . 而 且 ， 它 也 有 能 量 及 动量 等 物质 运动 的 基本 属 
性 ; 在 和 带电 物质 相互 作用 时 ， 其 能 量 、 动 量 可 以 互相 转化 . 

要 了 解 电 磁场 ， 就 是 要 知道 电场 强度 书 二 (By, 已, 忆 ) 和 磁 感 
强度 如 = (Bi, By, Bz) 随 空间 位 置 (7,y,z) 及 时 间 t 的 变化 情况 ， 
即 掌 握 函 数 忆 (t, x,y,z) 和 B(t, x,y,z). 有 了 它们 就 知道 了 电磁 场 的 
分 布 及 变化 规律 ， 就 可 以 算出 电磁 场 对 带电 物质 的 作用 力 (由 洛 伦 赣 
(Lorentz) 公式 表示 ), 也 可 以 算出 电磁 场 的 能 量 与 动量 等 . 

电磁 场 的 运动 规律 由 场 的 运动 方程 , 即 巨 及 B 所 满足 的 一 组 偏 
微分 方程 一 称 为 麦克 斯 韦 (Maxwell) 方程 组 来 描述 ， 根据 问题 的 
具体 特点 ， 在 一 些 给 定 的 定 解 条 件 下 求解 麦克 斯 韦 方程 组 ， 就 可 以 求 
得 相应 的 忆 (t, Zi, z) 及 B(t, 2,y,2z), 从 而 确定 所 考察 的 电磁 场 ， 并 
由 此 得 到 其 一 切 特性 . 像 牛顿 (Newton) 力学 中 的 五 = ma 一 样 , 麦 
克 斯 韦 方程 组 是 电动 力学 中 的 基本 方程 ， 是 一 切 有 关 电 磁场 讨论 的 基 
础 和 出 发 点 . 

因此 电动 力学 的 内 容 ， 粗 略 地 概括 起 来 为 

(a) 根据 电磁 场 的 基本 特性 ， 建 立 麦 克 斯 韦 方程 组 . 这 是 电动 力学 
的 基本 方程 及 一 般 框架 . 

(b) 针对 各 种 具体 情况 ， 对 麦克 斯 韦 方程 组 作 各 种 简化 ， 求 得 其 
解 ， 并 进行 相应 的 物理 解释 . 

我 们 将 重点 放 在 (a) 上 ， 对 (b) 中 的 内 容 仅 有 选择 性 地 作 一 些 讲 
解 . 
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82. 预备 知识 


对 于 建立 麦克 斯 韦 方程 组 所 需要 的 预备 知识 ， 包 括 电场 、 磁 场 及 
电磁 感应 等 有 关内 容 ， 在 此 先 作 一 些 必要 的 回顾 ， 并 给 出 相应 的 数学 
-形式 ， 然 后 在 下 节 中 ， 将 其 有 机 地 组 合成 所 要 求 的 麦克 斯 书 方 程 组 . 


2.1. 库仑 (Coulomb) 定律 ， 静 电场 的 散 度 与 旋 度 

2.1.1. 库仑 定律 ， 电 场 强 度 

库仑 定律 是 一 个 实验 定律 ， 是 整个 静电 理论 的 基础 ， 其 基本 内 容 
如 下 : 设 在 真空 中 有 两 个 带电 量 分 别 为 9 与 @ 的 静止 点 电荷 . 记 ”1 
为 由 点 电荷 q1 所 在 的 位 置 到 点 电荷 9 所 在 的 位 置 的 向 量 ( 矢 径 ), 其 距 
离 71 二 |71|, 则 点 电荷 9 所 受 的 力 为 


,gqr1 
P= ke (2.1) 
其 中 有 > 0 为 常数 ， 其 大 小 与 我 们 选用 的 单位 有 关 . 本 书 采用 国际 单 
位 制 ， 此 时 力 的 单位 为 牛顿 (N), 距离 的 单位 为 米 (m), 电荷 的 单位 为 


库仑 (CO), 而 
1 


4neo” 


k (2.2) 


其 中 co = 8.85419 x 10-2 C2/(N .m2?) 为 真空 中 的 介 电 常 量 . 
这 里 要 注意 的 是 , 库仑 定律 成 立 的 条 件 限于 真空 中 静止 的 点 电荷 . 
如 果 一 个 点 电荷 9 同时 受 几 个 点 电荷 q; (i = 1,…,n) 的 作用 ， 
则 可 以 应 用 向 量 玖 加 方式 得 到 g 所 受 的 力 为 


n 
1 GqiT: 
一 3 
dreo 全 Ti 


其 中 7; 为 点 电荷 % 到 g 的 矢 径 ，7; 二 | 中. 
类 似 地 ， 如 果 一 个 点 电荷 4 受到 连续 分 布 在 空间 区 域 1 中 的 电荷 
的 作用 ， 而 电荷 分 布 的 体积 密度 为 p(2z,y,z), 则 由 从 加 原理 ， d 所 受 
的 力 为 
1 /gr 
dreo jp ra 


其 中 7 为 体积 元 dV 到 g 的 矢 径 ， 而 7 一 |r|. 


由 库仑 定律 ， 电 荷 附近 的 空间 有 特殊 的 物理 性 质 : 在 此 空间 中 的 
电荷 将 受到 力 的 作用 . 具有 这 种 性 质 的 物理 对 象 ， 称 为 电场 , 它 在 数学 
上 可 用 反映 电荷 受 力 作用 的 向 基 场 来 描述 . 这里， 电场 是 由 于 电荷 的 
存在 而 产生 的 . 但 今后 可 以 看 到 ,电场 是 物质 存在 的 一 种 形式 , 它 可 以 
离开 电荷 而 独立 存在 〈 例 如 ， 变 化 的 磁场 产生 电场 ) 由 静止 电荷 产生 
的 电场 称 为 静电 场 . 

在 电场 中 不 同 地 点 ,电荷 所 受 的 力 是 不 相同 的 .为 了 描述 电荷 在 电场 
中 各 点 的 受 力 情 况 , 用 一 个 静止 的 单位 正点 电荷 (试验 电荷 ) 在 该 点 所 受 
的 力 来 衡量 电场 在 该 点 的 强度 , 称 为 电场 强度 , 记 为 = (EBs, By, PE,). 
在 静电 场 的 情况 , 它 只 是 (X,Yy, z) 的 函数 . 对 于 随时 间 变化 的 电场 ， 
电场 强度 可 以 同样 定义 ， 这 时 它 就 也 是 t 的 函数 了 . 但 对 于 变化 的 电 
场 而 言 ， 为 定义 电场 强度 ， 试 验 电荷 仍 必须 是 静止 的 . 

由 库仑 定律 ， 静止 的 点 电荷 9 在 强度 为 五 的 电场 中 所 受 的 力 为 


F= gE. (2.3) 


在 实际 测定 电场 强度 时 ， 要 注意 试验 电荷 的 引进 不 致 于 对 原先 的 
电场 造成 大 的 改变 . 因此 , 不 一 定 用 单位 正点 电荷 作 试验 电荷 ， 而 可 以 
用 一 个 小 的 点 电荷 9, 由 百 = F/g 来 确定 电场 强度 也 . 

由 (2.1) 一 (2.2) 知 ， 点 电荷 gl 产生 的 电场 的 强度 为 


1 gr 
E= 一 一 
dreo 7? (2.4) 


其 中 六 为 以 qi 为 心 的 矢 径 ; 类 似 地 ,若干 个 点 电荷 9 (i = 1,:…,n) 
产生 的 电场 的 强度 为 


1 gir 


E= ; (2.5) 


3 
Aneo 1 Tt 


而 体积 密度 为 p、 在 人 2 A z 


pl (P’ JP 
= zh 1,P 


dVp,, (2.6) 


其 中 P: (x, y, 2), 已 : (zx, yy, 2 )， 7 PP 一 PP 一 (Z 一 2 一 jz 一 
z), dVp, = dz’'dy dz’. 


4 第 一 章 ”电动 力学 


以 上 公式 ， 只 适用 于 由 更 电荷 产生 的 电场 . 


2.1.2. 高 斯 (Gauss) 定理 

首先 引进 电 通 量 的 概念 . 

有 了 电场 强度 五 , 就 可 以 定义 电场 线 . 电场 线 是 向 量 场 五 的 积 
曲线 ， 即 处 处 与 电场 强度 囊 方向 相 切 的 曲线 ， 它 满足 


dr dy dz 
A 2.7 
E: E, BEB, (277) 


并 用 轧 的 方向 给 出 其 定向 .电场 线 应 该 充满 整个 空间 ， 但 为 了 用 电 
场 线 来 显示 电场 的 强 弱 分 布 情况 ， 习 惯 上 规定 ， 电 场 强度 大 的 地 方 ， 
电场 线 密集 ， 电 场 强度 小 的 地 方 ， 电 场 线 稀疏 ,为 此 ， 规 定 在 电场 中 
一 点 ， 沿 9 方向 通过 一 垂直 于 瓦 方向 的 单位 曲面 元 的 电场 线 数目 为 
士 | 吾 | = 加- n, 其 中 n 为 该 曲面 元 的 单位 法 向 量 ， 而 巨 .n 表示 本 
与 92 的 内 积 (数量 积 ), 车 1 的 方向 与 吾 一 致 ， 上 式 取 正 号 ，n 与 
妞 反 向 时 ， 取 负 号 . 这 样 ， 对 一 般 的 曲面 微 元 dS, 设 其 单位 法 向 量 为 
n, 则 其 上 沿 rn 方向 通过 的 电场 线 数目 为 召 . mad9, 这 称 为 沿 n 方向 
通过 dS 的 电 通 量 . 从 而 ， 沿 法 线 n 方向 通过 任意 给 定 曲面 8 的 电 
通 量 应 为 fs 忆 - ndS, 其 中 dS 为 S$ 上 的 面积 微 元 ， 由 以 上 定义 知 ， 
电 通 量 实际 上 就 是 向 量 场 五 通过 相应 有 曲面 的 流量 . 


高 斯 定理 ”在 静电 场 中 ， 通 过 任 一 封闭 曲面 厂 向 外 的 电 通 量 ,等 
于 此 曲面 内 部 所 包含 的 电荷 的 代数 和 除 以 &0. 


由 高 斯 定理 ， 若 六 内 部 为 点 电荷 ， 其 电量 的 代数 和 为 Q, 则 
/BE.nds = -0; (2.8) 
Va <0 
若 忆 内 部 是 体积 密度 为 p 的 连续 分 布 的 电荷 ， 则 
1 
/Bnds== /pv, (2.9) 


其 中 人 2 为 荆 所 围 区 域 ，n 为 厂 的 单位 外 法 线 向 量 . 


高 斯 定理 的 证 明 ”由 又 加 原理 ， 只 需 对 厂 内 为 单位 正点 电荷 的 情 
形 子 以 证 明 ,， 且 不 妨 取 此 点 电荷 所 在 点 为 原点 .此 时 ， 由 (2.5) 式 , 电 
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场 强度 


1] rr 


-on (2.10) 


其 中 7 二 (7X,y,2). 因此 
五 .md9 = 1 1 ospds, 
47rE072 


其 中 0 为 dS 的 单位 外 法 线 向 量 rr 与 7 的 夹 角 .不 难看 出 
cos0 5 


dw = 
72 


是 dS 对 原点 所 张 的 立体 角 , 其 取 正 值 或 负 值 视 0 为 锐角 或 钝 角 而 定 . 
由 于 封闭 曲面 对 其 内 部 任 一 点 的 立体 角 均 为 47, 故 


人 .nds= [aw== 
I 47E0 有 EQ 
定理 证 毕 . 


这 样 , 通过 一 封闭 曲面 的 电 通 基 只 与 其 内 部 所 含 电荷 的 总 量 有 关 ， 
与 电荷 的 分 布 无 关 ， 也 与 外 界 的 电荷 无 关 ! 

(2.9) 式 是 高 斯 定理 的 积分 形式 . 现在 我 们 来 讨论 其 微分 形式 . 利 
用 格林 (Green) 公式 


[BE-nds= [divEdv, (2.11) 


由 (2.9) 式 得 到 


/uivzar= -| pdV. 
12 E0 /8 


上 式 应 对 电场 中 的 任何 区 域 [2 均 成 立 ， 由 此 得 到 高 斯 定理 的 微分 形式 
为 
divE= £. (2.12) 
E0 

这 是 在 电荷 连续 分 布 情形 的 高 斯 定理 . 

对 于 点 电荷 的 情形 ， 利 用 6- 函数 ， 也 可 将 (2.8) 式 写 为 (2.12) 的 
形式 ， 为 简单 计 ， 不 妨 设 只 有 一 个 点 电荷 @ 位 于 原点 ， 其 电荷 密度 函 
数 可 写 为 06(Z,y,2), 此 时 由 (2.8) 与 (2.11) 式 , 仍 有 


. 1 
divE = Qo, Y, 2). (2.13) 
0 
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这 是 高 斯 定理 在 点 电荷 情形 的 微分 形式 . 
由 (2.12) 一 (2.13) 式 可 知 ， 静电 场 是 有 源 场 ,而 电荷 是 其 源 ， 每 


1 
个 单位 正 电荷 发 出 = 一 的 电 通 基 ， 而 单位 负电 荷 则 你 入 一 的 电 通 基 . 


下 面 将 看 到 ， 这 是 静电 场 与 疹 磁场 ， 也 是 一般 电场 与 感 场 的 一 个 重要 
区 别 . 
下 面 说 明 静 电场 是 无 旋 的 .首先 证 明 ， 对 静电 场 中 任 一 封闭 曲线 
4 成立 
[E:d=0. (2.14) 


上 式 说 明 ， 静 电场 中 电场 强度 书 沿 任 一 封闭 曲线 ! 的 环 量 为 零 ， 即 静 
电场 沿 任 一 封闭 环 路 所 作 的 功 为 零 ， 像 前 面 那样 ， 我 们 也 只 要 对 由 在 
原点 处 的 单位 正点 电荷 形成 的 静电 场 来 证 明 (2.14) 式 . 此 时 电场 强度 
五 由 (2.10) 式 给 出 ， 故 


1 r 
Ed=7 fd 
! 47rso0 Jir3 下 


而 7 :dr= id(r:7r)= 31d(r2) = rdr, 所 以 


1 /1 1 1 
E.d=7 $4 = -2 fa(:)=0, 
# 4neo Jir? " dneo J \r 0 


从 而 (2.14) 式 成 立 . 
下 面 讨论 (2.14) 式 的 微分 形式 . 由 斯 托 克 斯 (Stokes) 公式 ，(2.14) 
可 写 为 
hrotE :n.dS5 = 0, 


其 中 5 为 任 一 以 1 为 边缘 的 曲面 . 由 1 与 S 的 任意 性 ， 由 上 式 立即 得 
出 
rotE = 0， (2.15) 
因此 静电 场 是 无 旋 场 . 
现在 ,利用 静电 场 的 无 旋 性 ， 引 进 静 电场 的 势 的 概念 . 因 向 量 场 
E= —egrady, (2.16) 


这 里 9 (可 以 相差 一 个 任意 常数 ) 称 为 静电 场 的 势 (参见 本 章 86, 引 理 
6.2). (2.16) 式 的 右 端 取 负 号 是 为 使 电场 强度 指向 电势 降低 的 方向 . 
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在 国际 单位 制 下 ， 电 势 的 单位 为 伏特 (V), 相应 地 ， 电 场 强度 的 单位 为 
伏特 / 米 (V/m). 
实际 上 ， 静 电场 的 势 函 数 $ 可 由 下 式 给 出 


$(z,Y,2) = -/ E.dl+ go, (2.17) 
(x0,Y0,20) 
这 里 (zo, yo, 20) 为 电场 中 任 一 给 定点 ， bo 为 一 任意 常数 ， 由 (2.15) 
式 可 知 ， 上 式 右 端的 积分 与 路 径 无 关 . 
容易 直接 验证 ， 由 位 于 原点 、 电 基 为 @ 的 点 电荷 产生 的 静电 场 ， 
若 取 电势 在 无 穷 处 为 零 ， 则 
1 © 


47rE0 7 


$(T,Y, 2) = 
其 中 7 二 V2 十 只 十 22. 从 而 ,对 在 人 2 中 连续 分 布 、 体 积 密度 为 p 
的 电荷 产生 的 静电 场 的 电势 为 
1 OP) 


47rE0 人 2 Tp'p 


Pr: 


$(P) = 


概括 起 来 , 我 们 得 到 : 静电 场 是 一 个 有 源 无 旋 场 ， 基教 度 等 于 全 一 


旋 度 为 零 . 这 是 库仑 定律 的 推论 . 以 后 可 以 看 到 ， 尽管 库 他 定律 只 适 
于 静电 情况 ,在 一 般 情 况 下 不 适用 ， 但 电场 强度 的 散 度 为 一 -这 一 一 结 论 


对 一 般 情况 也 是 成 立 的 ， 而 无 旋 的 结论 则 只 :适用 于 静电 场 ， 


2.2. 安培 一 毕 奥 一 萨 伐 尔 (Ampere-Biot-Savart) 定律 ， 
静 磁场 的 散 度 与 旋 度 

2.2.1. 电流 密度 ， 电 荷 守 恒定 律 

电荷 如 果 不 是 静止 的 ， 电 荷 的 定向 流动 就 形成 电流 . 为 了 描述 电 
流 的 状态 ， 引 入 电流 密度 向 量 7 的 概念 ， 电流 密度 向 量 是 t, 2 2 2 的 
函数 ， 表 示 导 体内 一 点 在 某 一 时 刻 的 电流 流动 情况 ， 其 定义 如 下 :” 电 
流 密度 7 的 方向 是 该 点 电流 流动 的 方向 ， 其 大 小 表示 单位 时 间 通 过 垂 
直 于 电流 方向 的 单位 面积 的 电荷 量 ， 因 此 ， 对 单位 法 线 向 量 为 n 的 曲 
面 微 元 d9, 沿 nn 方向 在 单位 时 间 内 流 过 dS 的 电荷 量 ( 即 电 流 ) 为 


d7 = 7.: nds. 
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在 国际 单位 制 中 ， 电 流 的 单位 为 安培 (A), 而 1 安培 =1 库仑 / 秒 
(C/s). 

电荷 守恒 定律 告诉 我 们 : 电荷 是 守恒 的 ， 于 是 单位 时 间 里 任 一 封 
闭 曲面 二 内 电荷 的 增加 ,应 等 于 这 段 时 间 内 经 过 了 流入 的 电荷 总 和 ， 
即 


d 

4 -nd 2.18 

hrv = /inds, (2.18) 

其 中 人 2 为 由 荆 所 包围 的 区 域 ，n 是 厂 上 的 单位 外 法 线 向 量 . 于 是 ， 
由 格林 公式 (2.11) 式 可 得 
0 

= 2.19 

| FV = -fdivjav (2.19) 
由 [2 的 任意 性 ， 上 式 给 出 


了 十 div7=0. (2.20) 
这 就 是 电荷 守恒 定律 的 微分 形式 ， 称 为 电流 的 连续 性 方程 . 若 记 电荷 
的 宏观 运动 速度 为 0, 则 易 知 了 = pv. 将 其 代入 (2.20) 式 ， 可 见 它 与 
“连续 介质 力学 中 的 连续 性 方程 ( 见 第 二 、 五 章 ) 有 同样 的 形式 . 

在 稳定 电流 的 情况 ， 尽 管 有 电荷 流动 ， 但 各 处 电荷 分 布 及 电流 分 
布 均 不 随时 间 而 变化 ， 因 此 有 


div 了 = 0. (2.21) 
这 说 明 稳 定 电流 是 无 源 的 . (2.21) 式 的 积分 形式 为 


|i-nds=0, (2.22) 


其 中 并 为 电场 中 任 一 封闭 曲面 . 

在 稳定 电流 的 情况 ， 导 体 的 电荷 构成 一 个 不 随时 间 上 变化 的 稳定 
分 布 . 实验 表明 ,稳定 电流 形成 的 电场 仍 服从 库仑 定律 ， 故 仍 可 作为 静 
电场 来 处 理 ， 其 电场 强度 


Pp(P rp'p] 
dre pe rbp (2.23) 


82. 预备 知识 


此 时 ， 五 仍 是 一 个 有 源 无 旋 的 场 ， 且 仍 成 立 


divE = 了 
E0 
rotE = 0. 


总 之 ， 稳 定 电流 形成 的 电场 仍 服从 静电 场 的 规律 . 


2.2.2. 安培 一 毕 奥 一 萨 伐 尔 定律 ， 磁 感 强度 
人 们 发 现 ， 在 有 电流 通过 的 导线 附近 的 另 一 通电 导线 要 受到 作用 
力 . 若 电流 方向 相同 ， 二 电线 相 吸 引 ， 电流 方向 相反 ， 二 电线 相 斥 一 
般 说 ， 一 个 电流 元 JdY 处 在 其 他 电流 附近 时 ， 它 会 受到 作用 力 . 具有 
这 种 性 质 的 物理 对 象 ， 称 为 磁场 , 它 在 数学 上 可 用 反映 电流 元 受 力作 
用 的 向 量 场 来 描述 ， 以 后 会 看 到 ， 磁 场 的 引入 不 只 是 一 个 处 理 问 题 的 
手段 , 而 是 反映 了 客观 的 物理 实在 . 磁场 不 一 定 由 电流 产生 ,变化 的 电 
场 也 能 产生 磁场 . 
考察 一 个 稳定 的 电流 分 布 (X,Y, 2). 实验 结果 表明 ， 此 分 布 中 在 
书 点 的 电流 元 7(P)dVp 受到 在 P' 点 的 电流 元 j(P')dVp' 的 作用 力 
为 
Lo ， IT(P')dVYP x rp'p 
去 J(P)dVp x (re 有 
其 中 po = 4r x 10- 伏特 . 秒 /( 安 培 : 米 ) (V's/(A.m)) 为 真空 中 
的 磁 导 率 , 而 向 景 间 的 “x” 表 示 向 量 的 外 积 (向 量 积 ). 从 而 已 点 的 
电流 元 7(P)dVp 所 受 的 总 的 作用 力 为 


(2.24) 


dF(P) = Lj(P)dVe x | JPIdVP x rpp (2.25) 
rpp 
其 中 人 2 为 电流 分 布 的 空间 .这 就 是 安培 一 毕 奥 - 萨 伐 尔 定律 . 
今 
(已 / / 
= 名 /| A )ayP ?PP (2.26) 
rp'p 
(2.25) 式 即 可 写 为 

dF(P) = j(P)dVe x B(P), (2.27) 


这 里 如 ( 己 ) 称 为 已 点 的 磁 感 强度 , 其 单位 为 特 斯 拉 ( 工 ), 1 特 斯 拉 一 
1 牛顿 /( 安 培 : 米 ) (N/(A-m)). 由 上 式 可 见 ， 电 流 元 所 受 的 力 不 仅 与 
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电 的 大 小 , 有 旦 与 其 方向 有 关 . 此 外 ， 磁 感 强度 BB 的 大 小 等 于 单位 电流 
元 在 该 点 所 受 的 最 大 的 力 ， 而 其 方向 则 为 电流 元 受 力 为 零 时 所 指 的 方 
向 或 其 反 向 .在 形式 上 ， 公 式 (2.27) 和 静电 场 中 的 电荷 元 p(P)dVp 
的 受 力 公式 


dF(P) = p(P)AdVp B(P) (2.28) 
是 类 似 的 ， 而 磁 感 强度 B 的 定义 (2.26) 则 和 电场 强度 的 定义 
PP )rp'p Jrep, 
dreo wh rpp (2.29) 


是 类 似 的 . 
由 稳定 电流 产生 的 磁场 BB 只 是 (Z, yz) 的 函数 ， 称 为 静 磁场 . 


2.2.3. 安培 定理 
对 静 磁 场 ， 其 磁 感 强度 召 满足 下 述 的 


安培 定理 ”对 任意 的 封闭 曲线 1， 成 立 
¢ B.dl= 人 了 .madS， (2.30) 
Ss 
这 里 9 为 任 一 以 1 为 边缘 的 曲面 ， 其 单位 外 法 线 向 量 NL 的 取向 与 1 
的 回转 方向 构成 右手 条 . 


实际 上 ，(2.30) 右 端 的 曲面 积分 与 曲面 S 的 选取 无 关 . 这 是 稳定 
电流 的 连续 性 方程 (2.22) 的 推论 . 
(2.30) 是 安培 定理 的 积分 形式 . 由 斯 托 克 斯 公式 


$B .dl = /rotB .nds, (2.31) 


利用 (2.30) 式 ， 并 注意 到 9 的 任意 性 ， 得 
rotB = 107. (2.32) 


这 是 安培 定理 的 微分 形式 .在 所 讨论 的 基 为 光滑 的 范围 内 ， 它 等 价 于 
积分 形式 (2.30), 上 式 说 明 静 磋 场 是 有 旋 场 , 其 旋 度 为 J407. 


安培 定理 的 证 明 ”我 们 证 明 其 微分 形式 (2.32)， 下 面 以 grad ， 
rot, div 与 grad”, rot’, div “分别 表示 关于 (7z,y,z) 与 (ZU 2) 的 
梯度 、 旋 度 及 散 度 . 
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注意 
Wi = —grad ， 
全 PP Tp’Pp 
并 利用 向 基 分 析 中 的 公式 


rot(04) =gradpx A + prot A, 
由 (2.26) 式 给 出 的 BB 可 写 为 


Ho 1 , 
B(P) = 一 / .一 一 ’ , 
(2) 47 ,Brad rp’P * HP dVe 


一 全 人 (人 一 oil dVp, 


47 TpP Tp'p 
= rotA(P), (2.33) 
其 中 ,jp 
4(P) = Lf NO ay,, (2.34) 
47 Jn Tp'p 


这 样 ， 由 (2.33) 并 利用 向 其 分 析 中 的 公式 ， 有 
rot B(P) = rot(rot A(P)) = grad div A(P) — AA(P), (2.35) 
2 
其 中 人 为 关于 (Z,2 2) 的 拉 普 拉 斯 (Laplace) 算 子 : A = 二 十 
凡 六 Ox 
By 十 Be 
首先 计算 (2.35) 式 右 端的 第 一 项 ， 由 (2.34) 式 ， 


div A(P) 


pm/ , /iP) 
= 鱼 了 div (到 dVp 


1 / 
= -gre ad 7 . j(P' )dVp, 


= fi (I) a 


Ho / div’j(P’) 
+ 全 了 Day, (2.36) 


TP'P 
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利用 稳定 电流 的 连续 性 方程 (2.21) 以 及 格林 公式 ， 上 式 可 写 为 


;7 万 / 
div A(P)= 一 全 大 全 .mdSp， (2.37) 
P'P . 


这 里 012 为 2 的 边界 .由 于 他 包含 全 部 电流 所 在 的 区 域 ， 在 其 边界 
上 , 应 有 In 二 0, 所 以 div A(P) = 0, 从 而 


grad div A(P) = 0. (2.38) 


再 看 (2.35) 式 右 端的 第 二 项 . 由 (2.34) 式 ， A(PP) 的 每 一 分 量 
均 为 一 个 体位 势 . 但 已 知 体位 势 


7 
1 /fgy, 
47 Je Tp'p 


u(P) = 一 
是 泊 松 (Poisson) 方程 Au(P) = f(P) 的 解 ， 故 由 (2.34) 式 有 
AA(P) = -poi(P). (2.39) 
由 (2.35) 、 (2.38) 与 (2.39) 式 即 得 (2.32) 式 . 证 毕 . 
从 上 面 的 推导 还 可 看 出 ， 静 磁场 是 无 源 场 , 即 成 立 
divB=0. (2.40) 
计 实 上 ， 由 (2.33) 式 知 
div B= div rotA =0. 
(2.40) 式 的 积分 形式 为 
/8B ‘ndS =0, (2.41) 


其 中 5 为 所 考察 区 域 中 的 任 一 封闭 曲面 这 说 明 对 任 一 封闭 曲面 ， 其 
向 外 的 磁 感 通 量 恒 为 零 ， 即 其 进出 的 磁 感 通 量 相等 ， 代 数 和 为 零 . 
磁场 的 无 源 性 是 与 电场 不 同 的 特点 . 这 说 明 磁场 线 永远 是 封闭 的 
曲线 , 正 负 磁 荷 永远 成 对 地 存在 ,从 电 与 磁 的 对 称 性 ， 人们 猜测 有 可 能 
存在 磁 单 极 ， 也 已 有 了 不 少 理论 上 的 分 析 . 尽管 有 报告 说 已 从 宇宙 射 
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线 中 发 现 了 磁 单 极 , 但 目前 还 没有 得 到 证 实 . 这 是 理论 物理 学 界 感 兴 
趣 的 一 个 研究 课题 . 如果 存在 磁 单 极 , 磁场 也 要 变 成 有 源 场 ， 整个 理论 
就 要 作 很 大 的 修改 了 . 

这 样 ， 稳定 电流 的 磁场 ( 静 磁场 ) 是 一 个 无 源 有 旋 场 . 这 是 安培 
一 毕 奥 一 萨 伐 尔 定律 的 推论 . 以 后 可 以 看 到 ， 尽 管 安培 - 毕 奥 - 萨 伐 
尔 定律 只 适用 于 静 磁 场 ， 但 磁场 的 无 源 性 (div B = 0) 在 一 般 情况 下 
仍然 成 立 . 而 rotB = Ho7 的 结论 在 一 般 情形 下 将 与 电荷 守恒 定律 相 
矛盾 ， 从 而 必须 修改 . 


2.3. 法 拉 第 (Faraday) 电磁 感应 定律 
对 于 静电 场 〈 即 由 静止 电荷 产生 的 电场 ) 或 由 稳定 电流 产生 的 电 
场 ， 我 们 已 知 对 其 中 的 任 一 闭环 路 / 有 


fE.d=0, 
[ 


即 电场 沿 任 一 闭环 路 所 作 的 功 为 零 . 但 是 , 产生 电场 不 一 定 要 有 电荷 ， 
变化 的 磁场 也 会 产生 电场 ， 即 产生 感应 电动 势 .这 时 上 述 的 结论 就 不 
再 成 立 .法 拉 第 从 实验 中 总 结 出 如 下 的 
电磁 感应 定律 ” 沿 任何 封闭 曲线 | 的 电场 环 量 外 盏 .dl 和 通过 以 
此 曲线 为 边缘 的 任 一 曲面 5 上 的 磁 感 通 量 /。 忆 .nd9 的 减少 率 成 正 
比 ， 即 
8B 
hE d=- /nds, (2.42) 


这 里 单位 法 向 量 了 4 的 取向 使 其 与 上 的 方向 会 乎 右手 条 . 
(2.42) 式 中 负 号 的 意义 是 : 若 沿 n 方向 的 磁 感 通 量 增加 ， 即 


DB 
do >0， 


此 时 产生 的 感应 电动 势 应 抑制 这 - 磁 通 量 的 增加 趋势 ， 故 感应 电流 的 
方向 总 是 使 其 产生 的 磁场 阻碍 引起 感应 电流 的 磁 感 通 量 的 变化 ， 因 此 
对 感应 电动 势 而 言 ， 由 百 . dl < 0. 这 就 是 村 次 (Lenz) 定律 
(2.42) 式 左 端 积分 中 的 至 既 包 含 了 由 变化 的 磁场 产生 的 电场 也 
包含 了 由 静电 荷 或 稳定 电流 产生 的 电场 , 因 对 后 者 总 成 立 丰 至 .dl 二 0. 
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利用 斯 托 克 斯 公式 ， 并 注意 到 1 及 3 的 任意 性 ,由 (2.42) 式 立 得 
法 拉 第 电磁 感应 定律 的 微分 形式 : 
aB 
rotE = 一 就: (2.43) 
这 说 明 变 化 的 磁场 会 激发 电场 . 

由 法 拉 第 电磁 感应 定律 可 以 看 出 ， 在 静电 场 或 由 稳定 电流 产生 的 
电场 情形 成 立 的 电场 的 无 旋 性 rot 百 = 0, 在 一 般 情形 下 不 再 成 立 ， 必 
须 按 (2.43) 式 加 以 修改 . (2.43) 包含 了 一 般 的 情况 ， 即 由 静电 荷 或 
稳定 电流 产生 的 电场 及 由 变化 磁场 所 激发 的 电场 .这 一 式 子 将 是 以 下 
描述 电磁 场 一 般 规 律 的 麦克 斯 书 方程 组 的 一 个 组 成 部 分 ， 

此 外 ， 为 使 (2.42) 式 成 立 ， 其 右 端 的 积分 应 与 曲面 8 的 选取 无 
关 ， 即 对 任意 两 个 以 为 边缘 的 曲面 S1 及 Sz, 应 成 立 


OP DB 
训 :ndas= 人 机 :na5 


由 此 立即 推出 ， 对 任 一 封闭 曲面 5 
d 
二 人 B:nds=0 


即 对 任 一 封闭 曲面 ， 其 向 外 的 磁 感 通 基 不 随时 间 而 改变 ， 化 为 微分 形 
式 ， 即 有 


0 
-一 di 一 0. . 
去 ivB=0 (2.44) 


因此 ， 如 果 一 开始 磁场 是 无 源 的 , 例如 说 没有 磁场 (B = 0) 或 只 有 由 
稳定 电流 产生 的 磁场 (div B = 0), 那么 ， 以 后 磁场 尽管 可 以 发 生变 
化 , 但 恒 成 立 div B = 0, 即 沿 任何 封闭 曲面 向 外 的 磁 感 通 量 便 为 堆 . 
这 说 明 ， 此 时 仍 可 假定 磁场 的 无 源 性 ， 即 


divB=0. (2.45) 


在 上 一 段 中 , 我 们 看 到 电流 会 产生 磁场 , 现在 又 见 到 变化 的 磁场 会 
激发 电场 ， 这 说 明 电场 和 磁场 是 紧密 联系 着 的 . 下面 我 们 还 要 看 到 ， 
变化 的 电场 也 会 激发 磁场 . 这样， 电磁 场 就 更 紧密 地 联系 在 一 起 了 ， 
并 由 此 给 出 麦克 斯 韦 方程 组 的 完整 形式 . 
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3.1. 真空 中 的 麦克 斯 韦 方 程 组 

在 前 一 节 中 ， 我 们 概述 了 电磁 现象 的 一 些 实验 定律 ， 它 们 各 有 其 
不 同 的 适用 范围 ， 我们 的 日 的 是 建立 有 关 电 磁 现 象 的 普遍 规律 ， 它 应 
该 能 完全 决定 电磁 场 的 运动 ， 适 用 于 一 切 可 能 的 情形 . 这 就 需要 从 已 
知 的 事实 出 发 ， 进 行 由 特殊 到 一 般 的 抽象 及 推广 . 这 一 推广 过 程 包含 
了 一 些 假设 . 这 些 假 设 及 其 相应 的 结论 的 正确 性 要 通过 实践 的 检验 来 
加 以 证 实 ; 而 一 旦 被 实验 证 实 以 后 ,就 会 反 过 来 指导 实践 , 发挥 重 大 的 
作用 . 

关于 电磁 场 的 普遍 规律 是 由 麦克 斯 韦 首先 总 结 出 来 的 ， 称 为 麦克 
斯 韦 方程 组 . 

为 了 得 到 麦克 斯 书 方 程 组 ， 先 将 已 有 的 结果 列举 如 下 ， 然 后 再 看 
如 何 向 一 般 情 形 推广 ， 这些 结果 是 : 


. p 1 
d EE=~ 抱 ， 一 一 。 
iv 去 或 人 已 .mds = fav. (3.1) 

dB 8B 
t 琅 二 -一 或 .dl=- /i. | 
rot 忆 一 一 或 fE dl 人 读 nds, (3.2) 
divB = 号 。 = 一 . 
ivB=0 或 |B ndS =0, (3.3) 


rotB= oj 或 fB-a = /jnds (3.4) 


玉 +div7=0 或 全 [pav = /jnds (3.5) 
上 述 五 式 适 用 范围 各 不 相同 . (3.1) 式 是 从 库仑 定律 得 来 ， 适 用 
于 静电 场 或 由 稳定 电流 产生 的 电场 ; (3.4) 式 从 安培 - 毕 奥 - 萨 伐 尔 
定律 得 来 ,适用 于 静 磁场 ， (3.2) 式 是 从 不 稳定 的 情况 总 结 出 来 的 ,但 
当时 的 实验 还 只 限于 变化 较 慢 的 范围 ， 在 迅速 变化 的 范围 内 成 立 与 否 
还 有 待 于 考察 ， 至 于 (3.3) 式 , 它 表 示 磁场 无 源 ， 即 无 磁 单 极 存在 ， 至 
今 仍 被 认为 是 一 个 合理 的 假设 ， 而 (3.5) 式 则 在 一 般 情况 下 成 立 . 
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现在 考虑 如 何 将 上 述 结果 推广 到 一 般 情况 ， 用 于 描述 电磁 场 的 一 
般 规律 . 

(3.1) 式 虽 是 从 静电 场 的 库仑 定律 推出 来 的 , 但 以 后 未 发 现 与 实验 
相 冲 突 ， 可 以 认为 它 适 用 于 一 般 情况 ， 即 尽管 库仑 定律 在 普遍 情况 不 
成 立 ， 但 每 个 单位 正 电荷 共 发 出 = 一 电 通 量 仍然 正确 . 对 法 拉 第 电磁 感 
应 定律 ， 很 定 其 在 迅 变 的 情况 下 也 成 立 ， 即 假设 (3.2) 式 对 一 般 情形 也 
正确 ， 从 而 (3.3) 式 也 如 此 . 

以 上 这 些 都 是 不 必修 改 的 . 但 (3.4) 式 却 不 能 用 于 不 稳定 的 情况 ， 
否则 将 与 电荷 守恒 定律 相 矛 盾 . 事实 上 ， 由 (3.4) 式 有 


div7 = Liv rotB=0. 
Ho 
0 
再 利用 (3.5) 式 , 立即 有 这 三 0, 即 p 从 而 7 了 均 与 t 无 关 ， 这 就 化 为 


稳定 的 情况 .由 于 电荷 守恒 定律 是 由 实验 证 实 的 普遍 规律 因此 必须 
修正 (3.4) 式 . 注意 到 将 (3.1) 式 对 t 求 导 一 次 可 得 


Op . OF 
Br 一 Ecodiv 可 (3.6) 
因此 车 将 (3.4) 式 改 为 
oF 
rotB = Woeo Br 十 /1o7， (3.7) 
t 
艺 盾 就 可 以 得 到 解决 ， 事实 上 ， 将 上 式 两 端 作用 div, 得 
. o0E . 
div E08r 十 7 了 | = (0. (3.8) 


(3.6) 与 (3.8) 式 恰 给 出 电荷 守恒 律 方程 (3.5) 式 . 

(3.7) 式 告诉 我 们 ， 不 仅 电 流 能 激发 磁场 而且 变 化 的 电场 也 能 激 
发 磁场 ， 瑟 和 变化 的 磁场 也 能 激发 电场 一 样 比较 (3.2) 与 (3.7) 式 可 
以 看 出 ， 豆 与 万 有 前 的 符号 相反 . 这 是 因为 当 电场 增加 时 ， 激 发 的 
陪 场 按 右手 亿 旋 法 则 决定 而 当 磁 场 增加 时 ， 感 应 电流 要 阻止 此 磁场 
的 增加 ， 应 按 左 手法 则 决定 . 
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将 (3.1) 一 (3.3) 及 (3.7) 式 联合 起 来 就 得 到 真空 中 的 麦克 斯 韦 广 
程 组 , 其 微分 形式 为 


divE = £, (3.9) 
E0 
oB 
二 一 一 一 3.10 
rotE Br ( ) 
divB = 0, (3.11) 
rotB = Ho 人 (3.12) 
与 其 相伴 还 有 电荷 守恒 方程 
Op . 
二 人 = 0. 3.13 
Br + divj 0 (3.13) 


我 们 恒 假设 p 及 7 满足 此 方程 麦克 斯 韦 方程 组 的 前 两 式 决定 了 电场 
的 散 度 与 旋 度 , 后 两 式 决定 了 磁场 的 散 度 与 旋 度 ， 并 通过 第 二 、 第 四 式 
把 电场 及 磁场 联系 起 来 ， 这 种 联系 是 电磁 场 以 波动 形式 运动 的 根据 . 

上 面 得 到 的 麦克 斯 韦 方程 组 ， 在 最 初 当然 只 是 一 个 假定 ， 其 正确 
性 是 由 实践 来 验证 的 。 1862 年 ， 麦 克 斯 书 从 这 组 方程 得 出 电磁 场 的 
波动 性 ， 预 言 了 电磁 波 的 存在 ， 指 出 其 传播 速度 为 光速 ， 并 由 此 提出 
了 光 的 电磁 学 说 一 光 是 一 种 电磁 波 . 20 年 后 ， 赫 效 (Hertz) 用 实 
验方 法 证 实 了 电磁 波 的 存在 ， 从 而 证 实 了 麦克 斯 韦 的 理论 ， 现 在 我 们 
知道 ， 不 仅 各 种 光波 ， 而 且 无 线 电波 、 热 射线 、X 射线 、 > 射线 等 都 
是 波长 在 不 同 范围 中 的 电磁 波 . 这 些 都 充分 证 明了 才 克 斯 韦 理论 的 正 
确 性 . 

这 儿 我 们 看 到 ， 作 为 一 门 物理 学 科 的 基本 方程 组 ， 不 仅 必须 要 求 
在 数学 上 应 是 一 个 无 矛盾 的 体系 ( 相 容 性 ), 还 应 要 求 和 实验 及 实践 结 
果 相 一 致 ， 而 且 后 者 是 具 根 本 性 的 . 麦克 斯 韦 方程 组 为 我 们 提供 了 一 
个 重要 的 例子 . 

如 果 已 知 电荷 与 电流 在 电磁 场 中 的 分 布 ， 则 麦克 斯 书 方程 组 包含 
6 个 未 知 函数 百 = (以, By, EB,) 与 B = (Bs, B,, Bs), 而 方程 组 中 
形式 上 共 包 含 8 个 方程 , 个 数 比 未 知 函 数 多 了 两 个 . 但 我 们 可 以 指出 ， 
这 个 方程 组 中 具有 本 质 上 重要 性 的 是 


E 0 tB ] 3.14 
一 一 一 一 TO 一 一 . 
"Ot jm 7 (3.14) 
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rotp = 0， (3.15) 


共 6 个 方程 . 囊 实 上 ， 由 前 所 述 ， 只 要 在 t= 二 0 时 成 立 divB = 0, 则 
它 对 一 切 t 必 自 动 满 足 , 这 只 要 在 (3.15) 式 两 端 作用 散 度 .div 即 可 证 
得 . 同样 地 ,在 成 立 电荷 守恒 定律 (3.13) 式 时 ， 只 要 在 t= 二 0 时 (3.9) 
式 成 立 ， 则 它 必 对 一 切 七 成 立 ， 为 说 明 这 一 点 ， 只 要 在 (3.14) 式 两 端 
作用 散 度 div , 并 注意 到 (3.13) 式 ， 就 有 
0 .op 
czrdiv 五 = 就， 
即 3 
. _P 
(dv £) 0. 
因此 (3.9) 式 只 要 在 十 = 0 时 成 立 ， 必 对 一 切 +t 成立 . 这 样 ， 麦克 
斯 韦 方程 组 中 两 个 不 包含 对 t 导数 的 方程 (3.9) 及 (3.11) 只 化 为 对 
初 值 应 满足 的 附加 要 求 ， 我 们 只 需 重点 考察 由 6 个 方程 组 成 的 方程 组 
(3.14) 一 (3.15). 关于 这 个 方程 组 的 数学 结构 ， 在 以 后 还 要 专门 讨论 . 


3.2. 洛 伦 兹 力 
如 果 电 荷 及 其 运动 的 情况 没有 给 定 ， 为 了 决定 电磁 场 ， 必 须 将 麦 
克 斯 韦 方 程 组 和 带电 体 的 运动 方程 联 立 起 来 求解 .为 此 ， 要 讨论 电磁 
场 对 电荷 及 电流 的 作用 力 . 
先 将 我 们 已 知 的 事实 归纳 如 下 : 首先， 静止 电荷 在 静电 场 中 要 受 
到 力 的 作用 . 这 时 单位 体积 的 电荷 所 受 的 力 ， 即 力 的 体积 密度 (简称 力 
密度 ) 为 
f=pE. (3.16) 
另外, 稳定 电流 在 静 磁场 中 要 受到 力 的 作用 . 此 时 , 单位 体积 的 电流 所 
受 的 力 ， 即 力 密度 为 
f=iIxB. (3.17) 
洛 伦 兹 将 上 述 力 的 公式 ， 推 广 到 真空 中 运动 的 带电 体 在 电磁 场 中 
的 一 般 情况 . 对 于 运动 的 带电 体 ,由 于 电荷 及 电流 同时 存在 , 故 同 时 受 
到 电场 与 磁场 的 作用 力 . 洛 伦 兹 假定 ， 不 论 带 电 体 的 运动 状态 如 何 ， 
对 一 般 的 电磁 场 ， 力 密度 (单位 体积 所 受 的 力 ) 都 由 下 式 决定 : 


f=pE+jxB (3.18) 
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或 


其 中 2 为 电荷 流动 的 宏观 速度 ， 上 式 称 为 洛 伦 兹 力 公 式 . 其 中 ， 第 一 
项 代表 该 单位 休 积 中 的 电荷 所 受 的 电场 的 作用 力 ， 而 第 三 项 代表 上 述 
电荷 运动 所 形成 的 电流 所 受 的 磁场 的 作用 力 . 需要 注意 的 是 : 上 式 中 
蕊 和 BB 表示 该 单位 体积 处 总 的 电场 和 磁场 ， 包 括 带 电 体 本 身 所 激发 
的 电场 和 磁场 在 内 . 

洛 伦 北 力 公式 也 已 在 实践 中 得 到 证 实 . 

麦克 斯 韦 方程 组 、 洛 伦 兹 力 公式 以 及 电荷 守恒 定律 在 一 起 构成 了 
电动 力学 的 基础 . 将 它们 联 立 起 来 , 再 加 上 带电 体 的 力学 运动 方程 , 就 
可 以 完全 地 决定 电磁 场 和 电荷 的 运动 . 这 在 今后 讨论 磁 流 体力 学 方程 
组 ( 见 第 三 章 ) 时 将 会 具体 看 到 ， 那 时 将 研究 带电 流体 在 电磁 场 中 的 运 
动 . . 


34. 电磁 能 量 和 电磁 动量 ， 能 量 、 动 量 守 恒 
与 转化 定律 


现在 我 们 利用 已 得 到 的 电磁 现象 的 基本 规律 一 麦克斯韦 方 程 组 
和 洛 伦 兹 力 公式 ， 来 揭示 电磁 能 基 和 电磁 动 其 的 存在 ， 并 给 出 其 定量 
的 表达 式 ， 同 时 揭示 能 量 、 动 量 的 守恒 和 转化 定律 . 对 于 一 种 新 的 能 量 
形态 或 动 其 形态 的 认识 ， 总 是 通过 它们 与 已 熟知 的 能 基 形 态 和 动量 形 
态 之 间 的 相互 转化 并 在 总 体 上 保持 守恒 的 关系 来 达到 的 . 下 面 通过 考 
察 电磁 场 中 带电 体 总 机 械 能 其 和 总 机 械 动 基 的 变化 ， 来 认识 电磁 能 量 
与 电磁 动量 


4.1. 电磁 能 量 ， 能 量 守恒 与 转化 定律 
现 研 究 在 真空 中 运动 的 带电 体 受 电 磁场 作用 而 引起 的 总 机 械 能 量 


dUm 
Um 的 变化 率 一. 在 没有 其 他 形式 的 能 量 输入 的 情况 下 ， 利 用 洛 伦 
效力 公式 (3.19)， 


dU,, 
2 |f-vav = [E+ pox B).vav 


hoB-viv = /3 Eav. (4.1) 


bl 
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由 麦克 斯 韦 方程 (3.14), 有 


1 ce00(E’) 
EE=—E- 一 万 4.2 
jE= EtB- 3 or (4.2) 
这 里 以 妃 表示 | 驯 |. 注意 到 
div(E x B)=rotE.B—E.rotbB, 
并 利用 麦克 斯 韦 方 程 (3.15), 可 以 将 (4.2) 式 改 写 为 
。 1 . E0 O(E?) 
j:E = mE.B-dvExB))-T 
19 2 1 ，» . 
二 5 -一 一 div 9， 4.3 
5 到 (sz 十 mt | iv (4.3) 
其 中 B == | 如 |, 而 | 
S=—ExB (4.4) 
Ho 


称 为 坡 印 亭 (Poynting) 向 量 . 
这 样 ， 由 (4.1) 式 ， 并 利用 格林 公式 ， 有 


dUnm, ld 


dt 2dti/o 


,ld 2 1 pV air . 
= -这 人 (ae + 二) 时 人 5 nds. 
由 于 积分 区 域 包括 了 整个 电磁 场 空间 ， 故 上 式 右 端 在 边界 上 的 积分 应 
为 零 ， 于 是 
dm _1d 
dt 2dtJn 


这 说 明 , 电磁 场 变化 时 , 带电 体 的 总 机 械 能 将 随 之 发 生变 化 ， 当 电 
磁场 恢复 原状 时 ， 此 能 量 也 恢复 到 原来 的 数值 .这 表明 能 量 Ui 的 变 
化 并 不 意味 着 它 被 消灭 或 创 生 ， 而 是 转化 为 另 一 种 形式 的 能 量 即 电磁 
能 量 . 由 (4.5) 式 知 ， Urm 的 增加 值 等 于 


(sa + 7 dy — / div SdV 
Ho 0 


1 
(se 十 2 dV. (4.5) 
Ho 


1 1 
Um = = / (se 十 二 dV (4.6) 
2/n Ho 
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的 减少 值 ， 因 此 Vem 应 是 电磁 能 量 的 定量 表达 式 ， 而 (4.5) 式 即 代表 
电磁 能 量 守恒 与 转化 定律 . 


4.2. 电磁 动量 ， 动 量 守恒 与 转化 定律 
在 没有 其 他 形式 的 外 力作 用 的 情况 下 ,根据 洛 伦 兹 力 公式 (3.19)， 
带电 体 的 总 机 械 动 量 Gm 的 变化 率 为 


dG 
一 一 史 一 一 |/: - 4. 
也 了 fav 了 (pE+pv x B)dV (4.7) 
下 面 我 们 证 明 
dGn dri 
dt = -Eas (4.8) 


= 2.997 925 x 


其 中 有 为 由 (4.4) 式 定义 的 坡 印 享 向 量 , 而 c 人 二 
0KH0 


10° 米 / 秒 (m/s) 为 真空 中 的 光速 , (4.8) 式 表明 ， 电 磁场 的 变化 将 
带 来 带电 体 机 械 动 量 的 变化 ， 而 电磁 场 恢 复原 状 时 ， 带 电 体 的 动 其 亦 
恢复 原 值 . 因此 动量 的 变化 并 不 意味 着 它 被 消灭 或 创 生 ， 而 是 转化 为 
另 一 种 形式 的 动量 即 电磁 动量 , 其 定量 表达 式 为 


Gem = | SdV. (4.9) 
(4.8) 式 代表 动量 守恒 与 转化 定律 . 
(4.8) 式 的 证 明 ”由 麦克 斯 书 方程 (3.9) 及 (3.12), 有 
p = é0div Eb, 
pv = j= rotB 一 co 已 


.OE 
其 中 五 一 京 : 将 其 代入 洛 伦 兹 力 公 式 (3.19), 得 
f= eo(div E)E+ (FrotB 一 <) xB. (4.10) 
0 


再 由 麦克 斯 韦 方程 组 的 另 两 个 方程 (3.10) 与 (3.11), 有 


1 ， 
(dv B)B+eo(rotE+ B)xE=0, (4.11) 
0 
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其 中 B= a 将 (4.10) 式 与 (4.11) 式 相 加 ， 得 
f= aodiv B)B+ (div B)B 


十 (FrotB 一 ob x B+eolrotE+ B)xE. 
Ho 
(4.12) 


生 


为 化 约 (4.12) 式 的 右 端 ， 我 们 先 证 一 个 向 量 分 析 中 的 公式 ， 
(div E)E+rtEx 百 = dv(E®E)- Sgrad (BE2)， (4.13) 


其 中 巨 色 瑟 为 向 量 马 与 忆 的 张 量 积 ( 见 附 录 一) 即 并 矢 , 写 为 矩阵 


形式 为 
E? 及 也 EE, 
ES®E=| Ek E: bE,|, 


Eb EE, EE? 


而 div (如 @ 万 ) 则 为 此 二 阶 张 量 的 散 度 ， “日 工 利信 中 到 辣 量 的 散 度 


所 组 成 的 行 向 量 . 
实际 上 ， 容 易 看 出 (rotE x 五 ) 在 x 方向 的 分 量 为 


OE OF, _ /OE Ok 
Oz Ox Dr Ov Y 
这 样 ， (4.13) 式 的 左 端 在 z 方向 的 分 量 为 


OF, OE, E, 
( OB, 0 )+( 竹 -时 a 


(rotE x E), = ( 


Ox Oy Oz oz Or 
OE, OE, 
- (这 - 人 “ 
而 (4.13) 式 的 右 端 在 x 方向 的 分 量 为 
OUzz) |， 0 PR 
De pe bE,) 十 元 T(E, bE)— = 
_h 0B, _ po 
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(只 :县 : 吕 )，( 吕 - 骂 )a 


本 DZ Ovy Oz Oz Oz 
/9B _ O85 
Ox Oy ) 


它 与 (4.13) 式 的 左 端 在 z 方向 的 分 量 相 等 ， 对 在 y 及 z 方向 的 分 量 
可 同样 验证 .这 样 便 证 明了 (4.13) 式 . 
同 理 


(div B)B+rotBx B= div(B® B)— grad (B?). (4.14) 
利用 (4.13) 与 (4.14), 可 将 (4.12) 式 写 为 
f = -div (ae 十 工 B2)7- Eo0E®E-— 二 万 ® 中 
2 Ho Ho 
-eo(Ex B+ExB), 


其 中 了 为 单位 二 阶 张 量 ， 即 单位 矩阵 .在 得 到 上 式 的 过 程 中 ， 我 们 还 
利用 了 显然 的 关系 式 


grad (BE’) = div (E2D, grad (B’?) = div (了 2 站 . 


由 此 ， 并 注意 到 坡 印 亭 向 其 的 定义 (4.4), 立即 有 


1 09 


互 训 ， (4.15) 


f=~div$ — 
其 中 c 为 真空 中 的 光速 ， 而 


1 1 
$= (se 十 2 IT-—-soE®E- Lpe® B. (4.16) 
Ho HO 


由 (4.7) 与 (4.15), 并 利用 格林 公式 ， 就 得 到 
dGm, _d 1 
dt dti/Joe 


这 儿 及 今后 ， Bn 表示 通常 意义 下 矩阵 与 向 量 的 乘积 .类 似 于 电磁 能 
量 的 情况 ， 上 式 右 端 第 二 项 为 零 .这 就 证 明了 (4.8) 式 . 


SdV — / ,Gnds, (4.17) 
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4.3. 电磁 能 量 (动量 ) 密度 ， 电 磁 能 量 流 (动量 流 ) 密度 
现在 让 我 们 考察 电磁 场 中 的 一 个 任意 给 定 的 区 域 2. 将 (4.3) 式 
在 2 上 积分 ， 并 利用 格林 公式 ， 得 到 


, 1d 2 ， 工 pa / 
. =- B+—B)dVv=- |/ Ss.nds, (4.18 
hi PY +3 dt 人 (« 一 Ho ) On (4.18) 


其 中 nn 为 单位 外 法 线 向 量 . 由 (4.1) 式 知 ， 上 式 左 端 第 一 项 为 2 中 带 
电 体 的 总 机 械 能 的 变化 率 SUn(0) 这 样 ， (4.18) 式 表明 单位 时 间 


内 在 人 2 中 的 总 能 量 (带电 体 的 总 机 械 能 与 电磁 能 量 之 和 ) 的 增加 等 于 
向 量 S 通过 242 向 内 流入 的 通 量 ， 即 流入 的 电磁 能 量 ， 于 是 将 


(se 十 | 
2 Ho 
称 为 电磁 能 量 密度 ( 即 单位 体积 站 电机 能 时 而 坡 印 亭 向 量 
S= 二 xB (4.19) 


又 称 为 电磁 能 量 流 密度 向 量 . (4.18) 式 是 在 任 一 给 定 的 有 限 区 域 上 的 
能 其 守恒 与 转换 定律 ， 而 (4.3) 六 则 为 做 分 形式 

对 于 动 其 可 类 似 地 进行 讨论 . 将 (4.15) 式 在 人 2 上 积分 , 并 利用 格 
林 公 式 ， 就 得 到 


[rv+s | 工 sdy = -/ Gnds, 
2 dt jeo ec? oan 


d 

Cm + 和 /3 | asdV =— /gnds, (420) 
其 中 Gm(82) 表示 92 中 带电 体 的 总 机 械 动量 ， (4.20) 式 表明 单位 时 
间 内 在 人 2 中 的 总 动量 (带电 体 的 总 机 械 动量 与 电磁 动量 之 和 ) 的 增 量 
等 于 更 通 过 912 向 内 流入 的 通 量 ， 于是， 将 


1 

五 
称 为 电磁 动量 密度 向 量 , 而 将 更 称 为 电磁 动量 流 密度 张 量 ， 其 意义 
是 Srzd9 为 单位 时 间 内 洪 法 线 n 的 方向 、 经 面积 微 元 dS 流 过 的 


电磁 动 其 ，〈4.20) 式 为 在 任 一 给 定 的 有 限 区 域 上 的 动量 守恒 与 转化 定 
律 ， 而 (4.15) 式 则 为 其 微分 形式 . 


即 
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电磁 场 的 波动 性 
5.1. 麦克 斯 韦 方 程 组 的 数学 结构 
在 83 中 我 们 曾 指出 ， 如 果 已 知 电荷 与 电流 在 电磁 场 中 的 分 布 ， 则 


麦克 斯 囊 方程 组 中 具有 本 质 上 重要 性 的 是 如 下 包含 6 个 未 知 函 数 五 
及 妃 的 6 个 方程 : 


OE 。 
eouo gr rotB = 一 po9， (5.1) 
+rotE = 0. (5.2) 


它 是 个 一 阶 偏 微分 方程 组 . 下 面 我 们 来 考察 它 的 数学 结构 . 
引入 向 基 


U = (Es, bE,, E;, By, B,, B,),, 


其 中 上 角 “ 工 ”表示 矩阵 的 转 置 ， 则 方程 组 (5.1) 一 (5.2) 可 以 写 为 


OU OU OU OU 
和 ++ + A = (5.3) 


其 中 
4o = diag(soHpo, E010, soHo, 1, 1, 1) 
为 对 角 阵 ， 而 
00 0 0 .000 
00 0 0 0 1 
4 2 100 0 0-10 
1 jo00 0 0 0 0 
00 -10 0 0 
01 0 0 0 0 
0 0000 -1 
0 0000 0 
0 0010 0 
Aa = 0 0100 0 | 
0 0000 0 
-10000 0 
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0 0 0 0 10 
0 0 0 -100 
4 2 1900 0 00 
3 0 -10 0 00|: 
1 0 0 0 00 
0 0 0 0 00 
F = ~poljz, yjz;0,0,0)7. 


由 上 可 见 ， 一 阶 偏 微分 方程 组 (5.3) 中 一 0 
以 下 的 特点 : 本 前 的 系数 阵 Ao 为 对 称 正定 阵 可! 而 有 区 
前 的 系数 阵 41。 As 及 4 为 对 称 隆 ， 这 样 的 一 阶 偏 微分 方程 组 称 
为 一 阶 对 称 双 曲 型 方程 组 . 这 是 一 种 和 普通 的 二 阶 双 曲 型 方程 类 似 的 
特殊 类 型 的 双 曲 型 方程 组 ， 对 于 它 ， 弗 里 德里 克 斯 (K. O. Friedrichs) 
及 谷 超 豪 已 分 别 在 线性 及 拟 线性 的 情形 建立 了 系统 的 理论 ( 见 [14] 及 
[6]). 以 后 我 们 可 以 看 到 ， 很 多 重要 的 数学 物理 偏 微分 方程 均 可 以 写 为 
线性 或 拟 线性 的 一 阶 对 称 双 曲 组 的 形式 ， 这 是 一 类 具有 很 大 重要 性 的 
数学 物理 方程 ， 下 面 对 这 类 方程 组 作 一 简单 介绍 . 


5.2. 一 阶 对 称 双 曲 型 偏 微分 方程 组 

为 简单 计 , 我 们 只 讨论 线性 的 情况 . 麦克 斯 韦 方程 组 (5.1) 一 (5.2) 
即 属于 这 一 情况 . 

一 般 的 一 阶 线性 偏 微分 方程 组 可 写 为 如 下 形式 ， 


U 
ZU = + +CU = 已 (5.4) 


其 中 L = (tu UN) 而 A; (i 一 0,1,…,n) 及 C 为 及 
Z 二 (Zi ,XYn) 的 适当 光滑 的 N x NN 矩阵 函数 ， 万 为 依赖 于 + 及 
ZX 的 NN 维 列 向 量 . 

若 ho 为 对 称 正定 阵 ，Ax (k = 1,.…,n) 是 对 称 阵 ， 则 称 方程 组 
(5.4) 为 一 阶 对 称 双 曲 组 . 
研究 这 类 方程 组 的 基本 方法 是 能 量 积分 方法 对 一 阶 对 称 双 曲 组 

(5.4) 可 以 提 两 类 定 解 问题 ， 柯 西 (Cauchy) 问题 ( 初 值 问题 ) 与 初 

边 值 问题 . 

所 谓 柯 西 问题 ， 即 在 (0, 了) x IR” (7 > 0) 中 求 方程 组 (5.4) 的 
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解 U = U(t, 7), 使 其 满足 
U(0, x) = Uo(7), (5.5) 


这 里 U0(7X) 为 给 定 的 向 量 函 数 . 
下 面 我 们 用 能 基 积 分 方法 证 明 柯 西 问题 (5.4) 一 (5.5) 解 的 唯一 
性 . 为 此 , 先 给 出 一 个 能 基 不 等 式 . 对 所 考察 区 域 中 的 任 一 点 P(t?,z?)， 
类 似 于 波动 方程 的 特征 锥 ， 我 们 作 一 过 PP 点 的 曲面 Sp, 使 其 至 多 除 
尸 点 外 是 光滑 的 ， 且 关于 算 子 上 是 弱 类 空 向 的 ， 即 对 Sp 上 除 已 点 
外 的 任意 点 @, 矩阵 ， 
noAo 十 >》 ngAs 
k=1 
均 是 半 正 定 的 ， 其 中 (no, mn1,.…, nn) 为 曲面 在 该 点 的 一 个 法 向 量 . 显 
然 ， 超 平面 t = 常数 一 定 是 弱 类 空 向 的 ， 设 初始 平面 上 = 0 与 Sp 转 
成 一 个 有 界 区 域 . 对 任意 给 定 的 二 < 妇 , 记 此 有 界 区 域 被 平面 + 二 t 
所 截 的 部 分 为 21, Sp 夹 在 上 = 0 与 t==t 中 的 部 分 为 又, 而 t=0， 
t 二 与 到 所 围 的 区 域 则 记 为 Qi 在 区 域 Q; 中 考察 方程 组 (5.4). 
将 U 与 方程 组 (5.4) 作 数 量 积 ， 易 知 可 得 


(UA0U) 十 bE (CI ArU) +2U"KU=2UTF, (5.6) 


其 中 
OA: 


1 n 
《= 32 6 (5.7) 
将 (5.6) 式 在 @: 上 积分 ， 并 利用 格林 公式 ， 有 
/ UTAoUdz — / UTAoUdz 
{2 Y20 
+/ (UT AoU cos(n,t) + > UTAgU cos(n, zi))dS 
Zt k=1 


+2 上 UTKUdzdr =2 / UTFdzd7, (5.8) 
下 Qi 


其 中 nn 为 二 上 的 单位 外 法 线 向 量 . 
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由 Ao 的 正定 性 与 有 界 性 知 ， 存 在 正常 数 cl 及 oa, 使 


| UTAoUdz > oil 有 op， 


hv Avds| < olzlo le 
0 


由 Zs 关于 艺 的 弱 类 空 向 性 ， 有 


/ (UY AoU cos(n,t) + ,UTAgU cos(n, zx1))dS>0. 
Zt k=1 


我 们 暂且 假定 K 在 Q: 上 是 正定 的 ， 即 在 Qt 上 成 立 
UTKU>os|U|’, 
其 中 os 为 一 正常 数 ， 在 这 个 假定 下 ， 有 


/ UT™KUdzdr2os) Ul)?20,. 
Cr 


又 显然 有 


| / 2UT Pdzdr 
Qt: 


由 (5.8) 一 (5.11) 、 (5.13) 和 (5.14) 式 ， 不 难得 到 如 下 估计 


<203] Uliz0,) + (203) F220,). 


(5.11) 


(5.12) 


(5.13) 


(5.14) 


Ve Mise <o (Co + {P(r lceydr) (5.15) 


其 中 a 为 一 正常 数 . 


现在 说 明 假设 (5.12) 式 的 合理 性 . 事实 上 , 若 (5.12) 式 不 满足 ， 


代替 UV 引进 新 的 未 知 向 量 函 数 
V = e XD 
其 中 入 为 一 待定 的 正常 数 ， 易 知 亿 满足 方程 组 


+ 3 Ar + (C+AA0oV = eXF 
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由 于 Ao 的 正定 性 ， 容 易 验 证 对 于 这 个 方程 组 ， 只 要 选取 入 充分 大 ， 
总 能 使 条 件 (5.12) 成 立 , 因此 ， 我 们 总 可 以 得 到 形 如 (5.15) 的 能 基 估 
计 式 . 

由 能 其 估计 式 (5.15), 立即 可 得 柯 西 问题 (5.4) 一 (5.5) 解 的 唯一 
性 . 至 于 解 的 存在 性 的 证 明 ,， 也 可 以 用 能 量 估计 方法 得 到 ,这 里 我 们 就 
不 讨论 了 ， 有 兴趣 的 读者 可 参阅 [11] 、 图 与 [10]. 

由 能 量 不 等 式 (5.15) 还 可 得 到 方程 组 (5.4) 的 柯 西 问题 的 解 具有 
有 限 依赖 区 域 .实际 上 ， 容 易 验 证 对 任 一 给 定点 P(t?, 7x7), 过 也 点 
的 锥 面 

|z— zx |= a(t? —&), 0O<t<tt 

当 4 充分 大 时 是 弱 类 空间 的 . 因此 , 解 在 PP 点 的 值 ， 只 依赖 于 初 值 U0 
在 空间 中 的 球 |z 一 z |<at? 中 的 值 ， 由 解 具 有 有 限 依赖 区 域 即 得 
扰动 具有 有 限 的 传播 速度 .这 显示 了 方程 组 (5.4) 的 双 曲 性 . 

下 面 讨论 方程 组 (5.4) 的 初 - 边 值 问题 . 设 有 为 x 空间 中 具有 光 
滑 边 界 1 的 有 界 区 域 . 记 @ = (0,7) x 92 其 中 了 为 任 一 给 定 的 正 
数 . 所 谓 初 - 边 值 问题 即 在 @ 中 求 方程 组 (5.4) 的 解 ， 使 其 在 += 0 
时 满足 初始 条 件 


U(0, x) = Uo(x), ZE 12， (5.16) 
而 在 上 E (0, 了 ) 时 满足 边界 条 件 
MU = 0, 在 也 = (0,T) x 60 上, (5.17) 


其 中 O02 表示 人 2 的 边界 ， M 为 一 个 px N 上 矩阵， 其 秩 为 p&N. 

(5.17) 为 线性 齐 次 边界 条 件 的 一 般 形式 . 它 表示 在 侧面 吕 的 每 -- 
点 上 ，UV 应 满足 p (<N) 个 线性 独立 的 线性 方程 . 在 必 上 每 一 点 ， 
齐 次 线性 代数 方程 组 (5.17) 的 解 组 成 RA 的 一 个 NN 一 p 维 的 子 空间 
7， 这 样 ， 要求 UV 在 侧面 区 上 满足 边界 条 件 (5.17), 相当 于 要 求 UV 
在 侧面 区 上 的 每 一 点 属于 下” 中 的 相应 的 子 空间 x， 所 以 边界 条 件 
(5.17) 也 可 以 写 为 如 下 的 形式 : 


U em 在 史上 . (5.18) 


下 面 我 们 考察 ， 为 了 得 到 初 - 边 值 问题 (5.4) 及 (5.16) 一 (5.17) 
的 解 的 唯一 性 ， 对 子 空间 x 应 有 何 种 要 求 . 在 区 域 Q, = (0,t) x 人 2 
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(其 中 t 之 了 T) 中 积分 (5.6) 式 , 并 利用 格林 公式 类似 于 (5.8) 式 可 得 
| UTAoU(t, zjdz 一 上 UT AoU (0, x)dz 
+ 人 40d5+ 人 27TKUdzdr 


一 [ 2UT Fdzd7, (5.19) 
Qs 
其 中 2 一 (0, t) x Of, 而 


A= Ycos(n, zh)As, (5.20) 


k=1 


其 中 7 为 082 的 单位 外 法 线 向 量 . 如 同 对 柯 西 问 题解 的 估计 那样 ， 不 
难看 出 ， 只 要 满足 边界 条 件 (5.17) 的 U 能 使 二 次 型 


UTAU (5.21) 


在 世上 是 非 负 的 ， 即 对 二 上 的 每 一 点 ， 和 均 为 上 述 二 次 型 的 非 负 子 
空间 ， 那 么 由 《5.19) 式 立 即 可 得 如 下 的 能 量 估计 : 


oC i < 0 (Malia + {FGr awdr), 
0<t<7, (5.22) 


其 中 o 为 一 可 能 与 有关 的 正常 数 . 

由 能 基 估 计 〈5.22), 立即 得 到 初 - 边 值 问题 解 的 唯一 性 . 那么 
为 二 次 型 (5.21) 的 非 负 子 空间 这 一 条 件 能 否 保 证 初 - 边 值 问题 (5.4) 
及 (5.16) 一 (5.17) 解 的 存在 性 呢 ? 回答 一 般 来 说 是 否定 的 . 因为 若 有 
一 组 边界 条 件 使 T 为 二 次 型 (5.21) 的 非 负 子 空间 ， 且 初 - 边 值 问题 
存在 唯一 解 ， 则 在 此 基础 上 ， 在 边界 忆 上 再 人 为 地 添加 一 些 线性 齐 次 
po 空间 T 将 变 小 ， 因 而 仍 能 使 二 次 型 (5.21) 在 其 中 保持 非 

. 但 一 般 来 说 , 这 时 我 们 不 能 指望 定 解 问题 仍 有 解 存 在 鉴于 这 个 理 
和 为 了 保证 解 的 存在 性 ， 我 们 应 该 要 求 边界 空间 7 在 所 有 使 二 次 型 
U ”AU 保持 非 负 的 子 空间 中 为 最 大 的 ， 即 不 存在 一 个 使 UTAU 保持 
非 负 的 空间 以 7 为 真子 空间 . 这 种 t 称 为 UTAU 的 最 大 非 负 子 空间 . 
如 果 边 界 条 件 (5.17) 在 泡 上 每 一 点 所 对 应 的 边界 空间 + 均 为 UTAU 
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的 最 大 非 负 子 空间 ， 那 么 这 个 边界 条 件 称 为 关于 算 子 上 是 合格 的 . 
可 以 证 明 ， 如 果 侧 面 二 关于 算 子 上 为 非特 征 ， 即 矩阵 4 在 忆 上 点 
点 非 异 ， 那 么 U”AU 的 最 大 非 负 子 空间 的 维 数 等 于 4 的 正 特征 值 的 
个 数 ,， 在 一 定 的 附加 假设 下 ， 还 可 以 证 明 具 有 合格 边界 条 件 的 初 - 边 
值 问 题解 的 存在 性 ， 对 于 上 述 这 些 内 容 ， 有 兴趣 的 读者 可 参阅 [14] 与 
[10]. 

这 样 , 由 前 面 的 讨论 知 , 麦克 斯 韦 方程 组 (5.1) 一 (5.2) 的 柯 西 问题 
及 具有 合格 边界 条 件 的 初 - 边 值 问题 是 适 定 的 , 相应 的 能 量 估计 (5.15) 
及 (5.22) 左 端的 能 基 积 分 恰 分 别 为 电磁 场 在 位 与 有 中 的 电磁 能 莉 
(相差 一 个 常数 因子 ). 此 外 ， 电 磁场 中 的 扰动 具有 有 限 的 传播 速度 ， 即 
电磁 场 具 有 波动 性 . 这 一 点 我 们 在 下 一 段 进一步 予以 讨论 . 


5.3. 电磁 场 的 波动 性 ， 自 由 电磁 波 

现在 从 麦克 斯 韦 方程 组 出 发 ， 进 一 步 揭示 电磁 场 的 波动 性 ， 这 种 
以 波动 形式 传播 的 电磁 场 就 称 为 电磁 波 . 这 一 认识 标志 着 物理 学 发 展 
到 一 个 新 阶段 .一 方面 在 此 基础 上 把 光 和 电磁 场 统一 起 来 ， 随 后 并 将 
这 种 统一 扩展 到 热 射 线 、X 射线 和 7 射线 , 从 而 在 揭示 物质 的 微观 结 
构 中 起 了 重大 作用 . 另 一 方面 ， 由 于 电磁 波 在 实践 中 取得 日 益 广泛 的 
重要 应 用 ， 也 推动 了 电动 力学 更 迅速 地 发 展 . 

将 方程 (5.1) 对 + 求 导 一 次 ， 并 利用 方程 (5.2) 消去 BB, 就 得 到 


10E 07 
i 十 rot rotE = -Ho 方 ， (5.23) 
1 
其 中 利用 了 c = 一 一 一 . 由 让 析 公 
和 C Em 由 向 其 分 析 公 式 
rot rotE = grad divE— AE (5.24) 
以 及 方程 (3.9), 可 以 将 (5.23) 改写 为 
10%FE 1 O07 


上 式 说 明 ,在 p 及 7 给 定时 ， 轧 满足 非 齐 次 波动 方程 
类 似 地 ， 代 替 消 去 BB 而 消去 B, 可 得 万 满足 相应 的 非 齐 次 波动 
方程 
10°B 


2B -AB= Horot7. (5.26) 
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事实 上 ， 将 方程 (5.2) 对 t 求 导 一 次 ,利用 方程 (5.1) 、 向 量 分 析 公式 
(5.24) (将 其 中 五 换 为 B) 以 及 (3.11), 立即 可 得 (5.26) 式 . 

这 样 ， 马 及 BB 满足 波动 方程 所 描述 的 性 质 . 这 说 明 马 及 B 以 
波 的 形式 运动 变化 , 而 电荷 及 电流 作为 非 齐 次 项 即 为 它们 的 源 , 可 以 激 
发 或 吸收 电磁 波 . 根据 波动 的 性 质 ， 已 经 激发 并 传播 出 去 的 电磁 波 ， 
即使 当 激发 它 的 源 消失 之 后 , 仍 将 继续 存在 并 传播 . 因此 ， 我们 得 到 如 
下 结论 电磁 场 可 以 脱离 电荷 与 电流 而 单独 存在 ， 并 在 一 般 情况 下 以 
波 的 形式 运动 和 传播 ; 它 可 以 与 电荷 及 电流 相互 作用 (电磁场 对 电荷 
及 电流 的 作用 即 洛 伦 兹 力 ), 但 它 的 存在 并 不 以 电荷 及 电流 的 存在 为 前 
提 . 此 外 ， 从 波动 方程 的 性 质 知道 ， 在 真空 中 电磁 波 的 传播 速度 为 光 
速 c, 这 是 光 的 电磁 理论 的 重要 根据 之 一 . 

由 上 所 述 可 知 ， 即 使 没有 电荷 及 电流 , 也 可 能 有 电磁 波 存在 . 这 种 
电磁 波 称 自由 电磁 波 . 此 时 满足 齐 次 波动 方程 


1 982 万 
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数理 方程 中 学 过 的 求解 这 一 方程 的 各 种 技巧 , 可 以 完全 照搬 到 这 儿 来 . 
这 里 特别 考察 平面 电磁 波 解 . 波动 方程 在 一 般 情形 下 的 解 可 以 通 
过 登 加 由 它们 得 到 .因此 这 一 讨论 具有 一 般 性 的 意义 . 
所 谓 平面 波 , 是 指 如 下 形式 的 解 : 


万 一 Evel(k'T -wt+0) (5.29) 


其 中 7 二 (X,Y,2), Bo 是 常 向 基 . 对 固定 的 t, 它 在 (x,y,z) 空间 的 
任 一 超 平面 

.7 一 wt 十 9 二 常数 (5.30) 
上 取 常 数值 ， 为 此 超 平面 的 法 线 方向 ， 当 t 变动 时 ， 取 同一 常数 什 
的 超 平面 变 为 男 一 与 之 平行 的 超 平面 其 上 解 取 同一 数值 ， 于 是 此 解 
沿 龙 方向 以 平面 波 的 方式 传播 ， 在 上 式 中 取 ww 为 波 的 圆 频率 ， 内 一 

1 2 

2mx 在 经 过 一 个 周期 了 二 了 = 一 时 ， 波 经 过 一 个 波长 的 距 
离 ， 而 原先 的 超 平面 


:rT 一 wt 十 9 = a( 常 数 ) 
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变 为 使 五 取 同 一 值 的 超 平面 有 .7 一 ww 十 人 十 9=a, 即 
k:.r—wti+0=a+t+wl. 


CI 
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平面 波 解 中 ， 若 w 取 为 圆 频率 ， 有 应 为 Tw 而 入 为 波长 ， 称 为 
小 向 量 , 其 方向 为 波 传播 的 方向 . 
将 平面 波 解 (5.29) 代入 波动 方程 (5.27), 得 


2 
此 二 超 平 面 之 间距 离 应 为 和 二 元 ,其 中 居 一 |k|. 因此 在 上 述 


二 w2 ~ 12 二 0, 即 二 = (5.31) 


由 此 ， 波 速 一 波长 x 频率 = 入 x 六 = 和 = c. 这 也 证 明了 电磁 波 
的 传播 速度 是 光速 c. 
现 考察 平面 波 解 

E = Eoeik" -t+0) (5.32) 

B = BoeikT-wtt0). (5.33) 


由 于 妃 与 百 不 是 互相 独立 地 变化 ， 而 是 由 麦克 斯 韦 方程 组 相 联 系 . 
因此 在 上 二 式 中 必须 采用 相同 的 k, w 及 b, 这 只 要 将 它们 代入 麦克 斯 
韦 方程 组 即 可 看 出 此外， 由 于 对 自由 电磁 波 而 言 p 三 0, 由 (3.9) 式 
应 有 

k.E,=0. (5.34) 


类 似 地 ， 由 (3.11) 式 有 
k. Bo=0. (5.35) 


将 (5.32) 与 (5.33) 分 别 代入 (3.10) 与 (3.12) 式 (注意 此 时 了 三 0)， 
可 得 


1 
Bo 一 EX Eo, (5.36) 


2 
Eo 一 -kx Bo. (5.37) 
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36) 和 (5.37) 三 式 中 ， (5.36) 是 基本 的 . 因为 它 


在 (5.35) 、(5. 5. 
它 亦 包含 (5.37) 式 ， 因 为 


显然 包含 (5.35) 式 
C2 C2? C2 
——kx Bo=——skx(kx Eo)=—(kx Eo)xk 
Ww ty WwW 
2 
= S[k k)Eo — (k. Ek = Eo. 
tw 


这 里 我 们 用 了 (5.31) 与 (5.34) 式 . 这样， 对 平面 电磁 波 解 (5.32)-- 
(5.33), 有 
k- Eo 一 0， Bo 一 =k Xx Eo. (5.38) 


由 此 可 知 尺 ， Eo 及 Bo (从 而 , 五 及 万 ) 三 者 互相 垂直 ( 见 图 1). 于 
是 可 得 ， 在 自由 电磁 波 中 ， 每 处 的 电场 强度 和 磁 感 强度 方向 总 是 垂直 
的 , 并 和 那儿 的 电磁 波 传播 方向 垂直 . 因此 ,电场 和 磁场 的 振荡 方向 都 
和 波 的 传播 方向 垂直 ， 故 电磁 波 是 横 波 . 


/1771111747 
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图 1 


这 里 指出 ， 自 由 电磁 波 是 横 波 的 这 一 性 质 是 


divE=0 (5.39) 


及 
divB=0 (5.40) 
的 推论 . 因此 上 述 条 件 称 为 模 波 条 件 , 即 所 论 场 为 无 源 场 . 满足 横 波 条 
件 的 场 ， 即 无 源 场 ， 又 称 为 横 场 . 
顺便 指出 ， 若 一 平面 波 


万 一 Fei(KT -ut+0) 


满足 条 件 
rotF = 0, (5.41) 


则 有 

kxh=0. (5.42) 
上 式 说 明 ， 波 的 振动 方向 和 传播 方向 平行 ， 因而 为 纵波 . 而 (5.41) 称 
为 纵波 条 件 , 即 所 论 场 为 无 旋 场 . 满足 纵波 条 件 的 场 ， 即 无 旋 场 ， 又 称 
为 纵 场 . 
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在 静电 场 中 ,可 用 静电 势 $ 来 描述 静电 场 ， 而 电场 强度 忆 = 
一 grad 9. 由 于 9 是 一 个 标量 函数 ， 而 五 是 一 个 向 量 函 数 ， 用 静电 势 
来 描述 静电 场 可 以 给 讨论 带 来 很 大 的 方便 .当然 ， 静 电势 上 $ 不 是 唯一 
决定 的 ， 可 以 相差 一 个 任意 常数 ， 但 这 对 最 后 决定 的 电场 没有 影响 . 

在 本 节 中 ,我们 要 说 明 ， 对 于 一 般 情 形 下 在 真空 中 的 电磁 场 ,也 可 
以 引入 势 函数 来 描述 场 的 运动 以 及 它 与 电 某 、 电 流 的 作用 ， 但 这 时 我 
们 应 同时 利用 标量 势 ( 标 势 ) 和 向 量 势 ( 矢 势 ). 


6.1. 预备 知识 
引 理 6.1. 一 向 量 场 再 若 为 横 场 ， 即 满足 
divB=0, (6.1) 
则 它 必 可 表示 为 另 一 向 量 场 六 的 旋 度 : 


B= rot4; (6.2) 
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反之 亦 然 . 


证 明 不 妨 取 4: 一 0， 即 求 A= ( 42(Z 2 2), Ay(x, 9， 2)， 0) 
使 其 满足 


-如 -有 DB 69 

对 前 两 个 方程 积分 得 
A(zYy,2) = — 人 Bu(zg zldz+ f(ry), (6.4) 
Az(T,Yy,2) = / By,(zx,Yy, 2)dz + g(x,Y), (6.5) 


其 中 (zo, yo, 20) 为 场 中 任意 选 定 的 一 点 ， 了 及 9 为 (x,y) 的 任意 函 
数 . 将 (6.4) 一 (6.5) 式 代入 (6.3) 的 第 三 个 方程 ， 并 利用 条 件 (6.1)， 


易 知 可 得 ay ao 
TY 9g(T,Y) 
6r 一 Oy 一 B,(x,Yy, 20). (6.6) 
因此 ， 只 要 选取 人 及 9 满足 上 式 ， 由 (6.4) 一 (6.5) 式 即 给 出 所 求 的 
A. 特别 可 取 


f(z,y) = 人 Bs(2,y,20)dr, g=0. 
这 样 ， 取 
Az (Tz, 2) 一 | Bz,y,2)dz 


-/ Ba(z,y, 2)dz+ 上 B,(x,y, 20)dz， 
ZO ro 
0， 


| 


Ay(z, y, 2) 
Az(x,Y, z) 一 
邵 有 (6.2) 式 ， 其 道 是 显然 的 ， 证 毕 . 


注 6.1. 这样 决定 的 4 自然 不 是 唯一 的 ， 显 然 , 若 4 满足 上 
述 引 理 的 要 求 ， 则 对 任意 的 标量 函数 %, 4' = 4 + gradV 仍 满足 同 
样 的 要 求 . 下 面 的 引 理 6.2 说 明 ， A 的 选取 只 有 这 样 一 个 自由 度 . 


引 理 6.2. 车 向 量 六 为 纵 场 ， 即 满足 
rotA = 0, (6.7) 
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则 他 必 为 某 个 标量 场 的 梯度 : 


A = grady; 
反之 亦 然 . 
证 明 ”条件 (6.7) 说 明 
Asdz + Aydy + Asdz 
为 一 全 微分 ， 因 此 取 


(2,Yy,2) 
Wz,y,z) = / Azrdz + Aydy + Asdz+ wo 


(zo,yo;,zo) 


即 满足 引 理 要 求 ， 其 中 Wo 为 一 任意 常数 .其 道 是 显然 的 . 证 毕 . 


引 理 6.3， 任 一 向 量 场 均 可 分 解 为 纵 场 和 横 场 两 部 分 的 登 加 ， 即 
分 解 为 无 旋 场 和 无 源 场 的 登 加 . 


证 明 ”对 任 一 向 基 场 和 , 我 们 要 证 明 必 存在 标量 场 钞 与 向 量 场 
C 使 
4=gradu + rotC. (6.8) 


注意 到 div rotC = 0, 在 上 式 两 端 作用 散 度 算 子 div, 有 
Ab = div A. 
取 % 为 上 述 泊 松 方程 的 一 个 特 解 ， 由 于 
div (A — gradw) = 0, 
由 引 理 6.1, 必 存 在 C 使 
A— grady = rotC. 
这 就 证 明了 (6.8) 式 . 引 理 证 毕 . 


由 引 理 6.3 及 注 6.1, 我 们 得 到 如 下 结论 ， 若 一 向 量 场 B 为 机 
场 ， 即 满足 div B = 0, 则 它 一 定 可 表示 为 另 一 向 量 场 A 的 旋 度 ， 
下 = rot4. 这 种 和 的 决定 不 是 唯一 的 ， 可 以 有 相差 一 个 梯度 函数 
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grad 人 的 自由 度 , 其 中 少 为 任意 标量 函数 . 由 于 grad 纺 是 一 个 纵 场 ， 
A 十 gradw 仍 具 有 和 A 同样 的 性 质 ， 这 说 明 A 可 以 加 上 任 一 纵 场 
而 不 改变 其 性 质 ， 于 是 ， 在 引 理 6.1 中 向 量 场 息 的 纵 场 分 量 可 取 为 
索 ， 即 可 设 和 为 横 场 。 div A = 0. 在 下 面 讨论 静 磁 场 时 即将 如 此 处 
理 ( 见 $8.3). 


6.2. 电磁 场 的 标 势 与 矢 势 
在 电磁 场 中 ， 磁 感 强度 BB 的 散 度 恒 为 零 , 即 div BB = 0. 利用 引 
理 6.1, 磁 感 强度 召 一 定 可 表示 为 某 个 向 基 场 4 的 旋 度 


B= rotA. (6.9) 
这 儿 ， 妥 只 是 其 横 场 部 分 有 确定 的 意义 ,其 纵 场 部 分 可 以 任意 选取 ， 


且 有 如 注 6.1 所 述 的 自由 度 . 
对 于 电场 强度 五 , 已 不 能 像 静 电场 那样 引入 静电 势 ， 因 rotE = 


8B 
一 可 一 般 不 为 零 ,但 由 麦克 斯 韦 方程 (3.10) 和 (6.9) 式 有 


rot (E+ 党 | = 0, (6.10) 


因而 由 引 理 6.2, 必 存 在 标量 场 9, 使 


0A 

五 十 一 -一 一 . 

十 pn grad 9 (6.11) 
这 样 ， 总 起 来 有 

B = rotA, (6.12) 

0A 

五 = 一 gradb -一 一 . 
gradg 就 (6.13) 


这 里 的 $B 及 妨 分 别称 为 电磁 场 的 标量 势 ( 标 势 ) 和 向 量 势 (失势 ). 磁 
感 强度 只 与 矢 势 4 有 关 ; 但 和 静电 场 的 情形 不 同 ， 一 般 地 说 ， 电 场 强 
度 五 不 仅 与 标 势 W 有 关 ， 而且 和 矢 势 A 有 关 . 

由 前 述 , 若 和 满足 (6.12) 式 , 则 对 任意 给 定 的 函数 人 =(t, x,y, 2)， 
A' 一 A 十 gradwy 也 满足 同样 的 条 件 ， 代入 (6.13) 式 , 可 得 4/ 及 
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p=$— 满足 同样 的 条 件 (6.12) 和 (6.13). 这 就 是 说 , 若 4 及 
9 为 电磁 场 的 和 失势 与 标 势 ， 则 


4 = A+tgrady, (6.14) 
， Ov 
9 = 9 一 页 (6.15) 


也 为 相应 的 矢 势 与 标 势 ,其 中 % 为 一 个 任意 给 定 的 函数 . 也 就 是 说 , 矢 
和 与 标 势 不 是 唯一 确定 的 ， 有 由 上 式 所 示 的 一 定 的 自由 度 . 由 (6.14) 

和 (6.15) 式 给 出 的 变换 称 为 规范 变换 仇 决定 了 所 给 的 规范 . 选取 
个 同 的 W， 就 决定 了 不 同 的 规范 ， 适 当选 取 特殊 的 多 , 可 使 问题 得 到 简 
化 . 当 和 4 和 5 作 规 范 变换 时 ， 尽 管 和 撩 势 和 标 势 改变 了 ,但 此 时 五 及 
妃 部 保持 不 变 这 种 不 变性 称 为 规范 不 变性 . 由 于 这 种 不 变性 ， 在 用 
标 势 8 及 矢 势 4 来 描述 电磁 场 时 ,就 可 以 选择 适当 的 规范 使 处 理 得 到 
简化 . 势 有 规范 不 定性 ， 而 场 在 规范 变化 下 不 变 . 实际 上 ， 电 磁场 是 最 
简单 的 规范 场 ， 现 代 物 理学 研究 的 规范 场 是 它 的 一 个 非 平凡 的 推广 . 

现在 看 用 标 势 $B 及 矢 势 4 来 表示 的 电磁 场 方程 . 将 (6.13) 式 代 
入 麦克 斯 韦 方程 (3.9), 易 知 可 得 


1 020 1006\  p 
Fr -Ab F(a 人 + 互 |= i (6.16) 
将 (6.12) 和 (6.13) 代入 (3.12) 式 ， 有 
1 9 1 924 。 
rot rot A = 一 五 天 (名 ad 甸 — 3 2 + Hos 
利用 向 基 分 析 公式 (5.24), 上 式 可 写 为 
1 024 Op ， 
Ba 一 A 人 4+grad (ava+ SE)= 107. (6.17) 


至 于 麦克 斯 韦 方程 组 中 的 另 两 个 方程 (3.10) 和 (3. 11), 本 是 用 来 定义 
及 和 9 的 , 已 自动 满足 这 样 即 得 到 9 及 A 应 满足 的 方程 (6.16) 
和 (6.17). 它们 仍 是 9 及 和 的 一 个 联 立方 程 组 . 

如 果 选 择 $ 及 A 使 其 满足 


. 1 
div 4 十 互 闻 = 0, (6.18) 
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那么 (6.16) 一 (6.17) 就 简化 为 如 下 两 个 互相 独立 的 方程 : 


1 020 p 

二 二 二 一 二 6.19 

C2 2 A E0” ( ) 
1024 . 、 
ZO 一 AA = /Ho7， (6.20) 


即 9 和 A 身分 别 满足 以 p 及 了 为 源 的 波动 方程 . 
(6.18) 式 称 为 洛 伦 兹 条 件 . 在 一 般 情况 下 ， 总 可 以 通过 适当 的 规 
范 变 换 使 洛 伦 兹 条 件 得 到 满足 ， 即 可 找到 多 使 在 规范 变换 (6.14) 一 


(6.15) 下 成 立 
1 0¢ 


div A’+ 坟 =0 (6.21) 
事实 上 ， 将 〈6.14) 及 (6.15) 代入 上 式 , 得 
1 02wy . 1 00 
09 


上 式 为 以 div 4+ 为 右 端的 波动 方程 .只 要 取 由 为 这 个 方程 的 
解 ， 所 得 的 4' 和 g/ 即 满足 (6.21) 式 ， 这 样 的 少 总 是 存在 的 ， 

满足 洛 伦 效 条 件 的 六 及 尹 称 为 洛 伦 兹 规范 下 的 入 及 

值得 注意 的 是 ， 洛 伦 兹 条 件 (6.18) 并 不 能 完全 确定 A 和 .由 
(6.22) 式 不 难看 出 ， 由 满足 (6.22) 式 的 少 加 上 任意 一 个 满足 齐 次 波 
动 方程 的 函数 ， 所 得 的 4' 和 仍 满足 洛 伦 兹 条 件 (6.21) 因此 在 洛 
伦 兹 规范 内 也 还 存在 着 规范 变换 和 规范 不 变性 问题 

在 近代 物理 学 中 ， 通 常 更 多 地 采用 A 和 少 而 不 是 用 羽 筷 来 
描写 电磁 场 ， 而 且 通 常 采取 洛 伦 效 规范 . 

特别 , 在 自由 电磁 场 的 情况 ， p = 0, j 二 0, 在 洛 伦 兹 规范 下 ， 少 
及 A 均 满足 齐 次 波动 方程 不 难 验证 ， 此 时 可 适当 选择 少 使 在 保持 


洛 伦 兹 条 件 的 规范 变换 下 ， 新 的 标 势 少 一 力 一 = 三 0. 为 此 只 要 取 


W 使 其 满足 二- 二 9 和 齐 次 波动 方程 即 可 . jm 标 势 与 矢 势 满足 的 


方程 只 剩 下 六 4 
1 
而 洛 伦 兹 条 件 则 化 为 
divA =0, 
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即 4 只 有 模 场 部 分 ,相应 地 ， 


= 一 < .24 
五 = - 专 (6.24) 
及 
B=rotA (6.25) 
均 为 横 场 ， 这 是 最 简单 的 形式 . 
一 般 地 说 ， 满 足 条 件 
divA=0 (6.26) 


的 规范 , 称 为 库仑 规范 . 在 库仑 规范 下 ,电磁 场 的 标 势 $ 与 矢 势 4 所 
满足 的 方程 就 不 深入 讨论 了 . 


6.3. 例 一 电 偶 极 加 射 

这 一 段 我 们 以 一 个 简单 的 例子 ,说 明 如 何 产生 电磁 波 的 问题 ,由 
麦克 斯 韦 方程 组 我 们 知道 ， 变 化 的 电场 会 激发 磁场 ， 因 而 会 产生 电磁 
波 . 下 面 考 虑 电 偶 实 矩 随时 间 变 化 的 偶 极 子 所 产生 的 电磁 场 . 

所 谓 偶 极 子 , 即 相距 为 1 、 带 电 基 分 别 为 -9g 与 十 9 的 一 对 点 电 
荷 组 成 的 系统 .我们 感 兴趣 而 且 有 意义 的 是 距离 ! 很 小 的 情况 . 设 由 
点 电荷 一 4 到 点 电荷 十 d 的 向 量 为 4 则 


m= ql (6.27) 


称 为 该 偶 极 子 的 电 慢 极 延 . 

定常 状态 下 的 偶 极 子 不 会 激发 电磁 波 ， 现在 考察 由 点 电荷 在 方 
向 作 周 期 性 的 往复 运动 所 形成 的 随时 间 变 化 的 偶 极 子 . 设 点 电荷 一 g 
国定 在 原点 O, 4 方向 与 2 轴 的 方向 一 致 ， 此 时 可 设 


1(t) = Joeriotes， (6.28) 


其 中 es 为 方向 的 单位 向 量 ， 在 (6.28) 式 中 取 复 数 形式 主要 是 为 了 
方便 ， 实 用 中 常 取 其 实 部 或 虚 部 ,由 (6.28) 式 所 对 应 的 偶 极 矩 能 够 激 
发 电磁 场 ， 下 面 先 确定 该 电磁 场 的 和 失势 与 标 势 . 

在 满足 洛 伦 兹 条 件 (6.18) 时 , 矢 势 A 满足 非 齐 次 波动 方程 (6.20). 
非 齐 次 波动 方程 的 一 个 特 解 由 推迟 势 给 出 (例如 ， 见 [外 ), 其 一 般 解 应 
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为 该 特 解 与 齐 次 波动 方程 的 解 之 和 . 但 深入 的 讨论 可 以 证 明 ( 见 [1])， 
由 下 面 (6.29) 式 右 端 推迟 势 给 出 的 特 解 确 是 激发 的 电磁 场 的 满足 洛 伦 
北条 件 的 矢 势 入 . 所 以 
一 PP j(t— 2,P') 
Alt, P) = 全 a 一 dt (6.29) 
由 于 只 有 点 电荷 十 9 的 周期 往复 运动 产生 电流 ， 上 式 右 端的 电流 密度 
7 实际 上 应 为 一 个 6 - 函数 . 当 了 六 1 时， (6.29) 式 又 可 表 为 
7 PP 
Co 人 _ i(t -PP 2 P’) dy (6.30) 


drr rprpct 


其 中 = |OP| 为 从 原点 O 到 PP 点 的 距离 ( 见 图 2). 


图 2 


设 点 电荷 十 9 运动 的 速度 为 v, 则 


0 。 -1 
7 二] 二 一 iuwlope es， 


dl 加 
Par 一 
其 中 p 为 在 电荷 +9 处 的 电荷 密度 ， 它 是 一 个 6 - 函数 . 将 其 代入 
(6.30) 式 ， 得 


_ikowlo, _ wr 
A(t,P lwt+iez “人 
(,P) = A ~ rp Cat pdVpes, 
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从 而 当 t 适 当 大 时 (满足 7 < ct), 就 有 


Alt, P) = —i eitrm(t), (6.31) 
47r7 


其 中 m(t) = ql(t), 而 尺 == w/c 为 波 数 . 这 就 是 该 电磁 场 的 矢 势 . 
为 得 到 电磁 场 的 标 势 $, 将 由 (6.31) 式 给 出 的 矢 势 代入 洛 伦 兹 条 
件 (6.18), 我 们 有 


d 
注意 到 二 二 -iwm(t) 及 copo = c-?, 上 式 又 可 写 为 


2 (8 ( ! er) m() +0) _0. 


Ot \Oz 47E07 


于 是 


b=- (Fre) mld) + boley, 2), 


Oz \4nreor 
其 中 Go(Z,y,z) 为 一 待定 函数 . 考虑 到 9 应 该 具有 如 下 形式 ， $$ = 
(X,Yy,Z)e-t, 在 上 式 中 应 取 po(7X,y,z) 三 0. 故 有 、 


$lt, Ty, z) = ! 9 (em (6.32) 


~ Aneo Oz 7 


这 就 是 该 电磁 场 的 标 势 . 
容易 直接 验证 ， 对 任意 可 微 函 数 f(7), 成 立 


rot(f (7)m) = grad Fr) x m = +9, xm. 


利用 上 述 关 系 ， 由 矢 势 的 定义 (6.12) 与 (6.31) 式 ， 即 有 


一 Mock” lkr 1 
B= A @ 一 均 )n xm, (6.33) 


六 
其 中 1 三 7 再 注意 到 
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及 


(nxm)xn= mm.: nn, 


由 标 势 的 定义 (6.13) 及 (6.31) 一 (6.32) 式 ， 可 直接 计算 得 


ke? ikr 
= -一 一 e (nxm)xn 
47E07 
十 1 (1 _ 认 er (3(n. mn 一 m). (6.34) 
dneog \r3 r2 


2 2 
在 偶 极 振子 的 邻近 区 域 ， 即 " < 入 (波长 )= 一 = 元 时 ， 由 


(6.33) 与 (6.34) 式 ， 磁 感 强度 与 电场 强度 可 近似 地 取 为 


B = (n x m), (6.35) 


E = Co——— (3nN.mn— m). (6.36) 


此 时 ， 电 场 除 随时 间 变 化 外 ， 恰 好 就 是 相应 的 静态 电 偶 极 子 所 产生 的 
电场 (见习 题 5). 在 这 种 区 域 中 ， kr < 1, 由 (6.35) 及 (6.36) 式 可 
匈 ， 磁 感 强度 比 电场 强度 小 得 多 (相差 一 个 因子 kr 的 数量 级 ). 于 是 在 
邻近 的 区 域内 ， 场 性 质 以 电场 为 主 . 这 个 区 域 称 为 静 场 区 ， 对 研究 电 
偶 极 振子 向 外 辐射 电磁 波 来 说 ， 这 个 区 域 的 情况 不 是 很 重要 的 . 

在 离 偶 极 振子 很 远 的 区 域 中 ， 即 > 六 入 时 ， 由 (6.33) 与 (6.34) 
式 可 见 ， 磁 感 强度 与 电场 强度 可 近似 地 取 为 


K2 . 
B = Hewnxm, (6.37) 


E = cBxn. (6.38) 
由 以 上 两 式 ， 并 注意 到 m 及 n 的 定义 ， 可 见 在 这 一 区 域 由 ， 瓦 , B 


和 了 三 向 基 彼 此 正 交 ， 而 且 如 的 方向 沿 着 子午 线 的 方向 ，B 沿 着 续 
线 的 方向 ( 见 图 3), 其 值 为 


2 
E=cB= 站 Sin O 


cos(w 人 (一 7)| ， (6.39) 


其 中 mo = qlo, 0 为 7 与 z 轴 的 夹 角 ， 并 取 了 eT 的 实 部 ,这 
表明 在 这 种 区 域 中 ， 场 强 轧 及 B 有 相同 的 相位 w(t - -), 且 沿 矢 径 


7 方向 以 光速 c 传播 . 因此 ， 从 整体 上 看 ， 电 磁 波 是 以 电 侦 极 振 子 为 
心 的 球面 波 ， 然 而 波 面 上 相位 相同 的 各 点 并 不 都 有 相等 的 场 强 . 实际 
上 , 场 强 与 极 角 0 有 关 . 在 赤道 上 , 场 强 最 大 .满足 条 件 7 之 入 的 区 域 
称 为 波动 场 区 或 辐射 区 . 


图 3 


现 考察 电 偶 极 子 辐射 的 能 基 . 由 84 中 电磁 场 能 基 密 度 的 表达 式 ， 
对 由 《6.39) 式 给 出 的 媚 及 吾 , 有 


1 1 2.27n2 
一 (se 十 7 A sin2 0 cos? @ ( 一 5)) . 
0 人 


2 16rr7? 
由 能 其 流 密度 向 其 S 的 表达 式 (4.19) 知 ， S 的 方向 与 7 相同 ， 而 其 
大 小 为 2w27n2 
CH w Mo .2 2 7 
9 一 1675272 Sin 0 cos @ ( ) (6.40) 


这 样 ， 单 位 时 间 内 通过 以 振子 为 球 心 、7 为 半径 的 球面 的 总 能 量 为 
P(t) = / 3 .2rr2singdg 
0 
1 
= Bi Ho mo cos? @ ( 一 “) ) . (6.41) 
因此 ， 单 位 时 间 内 辐射 的 平均 能 量 为 


B55=1/ 
= 元 人 P(b)di 
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1 
How me, (6.42) 


1 
YE 0 


127 


其 中 了 为 周期 ， 了 一 ,由 此 可 见 ， 振 子 不 断 地 把 能 基 辐 射 到 周围 
空间 中 ， 单 位 时 间 内 平均 辐射 的 能 量 与 偶 极 矩 的 振幅 mo 的 平方 成 正 
比 ， 而 与 圆 频率 w 的 四 次 方 成 正比 ， 即 与 波长 的 四 次 方 成 反比 .这 就 
是 在 无 线 电 通讯 与 广播 中 ， 必 须 用 频率 较 高 、 波 长 较 短 的 电磁 波 的 缘 
故 . 
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7.1. 媒质 中 的 麦克 斯 韦 方程 组 

前 面 讨 论 了 真空 中 的 电磁 场 ， 得 到 了 它 的 一 般 规 律 . 但 在 电磁 问 
题 中 ， 经 常 遇 到 有 媒质 存在 的 情况 ， 这 时 相应 的 麦克 斯 书 方程 组 及 洛 
伦 兹 力 公式 在 形式 上 都 要 适当 的 加 以 变动 . 

媒质 可 以 是 不 导电 的 ， 也 可 以 是 导电 的 ， 媒质 在 电磁 场 中 会 出 现 
下 述 一 些 情况 . 

1) 媒质 的 极 化 . 所 有 媒质 都 是 由 原子 构成 的 ， 而 原子 具有 带 正 电 
的 核 和 带 负电 的 电子 .在 通常 情况 下 ,由 于 正 、 负 电 相 等 ， 故 表现 为 中 
性 . 车 媒质 是 绝缘 的 ， 则 全 部 正 、 负 电荷 都 束缚 在 原来 的 位 置 上 ， 在 媒 
质 是 导电 的 情况 ， 亦 将 有 一 部 分 电荷 束缚 在 原来 的 位 置 上 ， 这 部 分 电 
荷 称 为 束缚 电荷 . 当 媒 质 中 有 电磁 场 时 ， 束 缚 电荷 在 电场 力作 用 下 会 
有 一 微小 的 运动 ， 产 生 一 个 相对 小 的 位 移 ， 位 移 的 大 小 与 方向 决定 于 
该 处 电场 强度 的 大 小 与 方向 ,也 和 束缚 电荷 的 电 性 有 关 . 这 样 , 正 、 负 ， 
电荷 之 问 的 位 移 产生 了 一 个 电 偶 极 矩 . 这 种 现象 称 为 媒质 的 极 化 , 它 
会 产生 一 个 附加 的 电场 . 

设 在 媒质 中 产生 的 电极 化 强度 为 P ( 即 单位 体积 的 电 偶 极 矩 ) 束 
缚 电荷 体 密度 为 六 . 由 高 斯 定理 ， 有 


. 1 
divB=—(py +p), (7.1) 
<0 
其 中 py 是 自由 电荷 体 密度 .可 以 证 明 


1 = —divP | (7.2) 
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将 其 代入 (7.1) 式 就 得 到 


divD = py, (7.3) 


其 中 

D=sE+P (7.4) 
称 为 电 通 密度 或 电位 移 向 量 . 在 场 强 不 是 很 大 时 ， 实 验 表 明 已 与 五 
之 间 存 在 线性 关系 .特别 ， 当 媒质 是 各 向 同性 时 ， 


其 中 X。 称 为 电极 化 率 . 此 时 由 (7.4) 和 (7.5), 得 
D= eBE, (7.6) 


其 中 < = srs0 称 为 介 电 常数 , 而 sr 二 1 十 XX。 称 为 相对 介 电 常数 . 对 
非 均 匀 媒 质 ， < 可 以 是 (Z,Y,z) 的 函数 . 

2) 媒质 的 磁化 . 在 媒质 中 有 电磁 场 时 ， 还 会 发 生 磁化 现象 ， 因 为 
原子 中 的 电子 不 断 地 绕 原 子 核 运动 ， 此 外 电子 还 有 自 旋 ， 这 些 都 形成 
电流 ， 称 为 分 子 电 流 (局 限 在 分 子 内 部 的 电流 ). 它们 相当 于 一 个 个 小 
磁 针 ， 当 媒质 ( 铁 磁 性 媒质 除外 ) 中 没有 外 磁场 时 ， 宏 观 上 看 ， 这 些 分 
子 电 流 及 其 所 产生 的 磁场 互相 抵消 ， 因 而 在 媒质 中 并 不 显示 有 宏观 的 
电流 及 相应 的 宏观 磁场 ,但 当 媒 质 置 于 外 磁场 中 时 ， 在 磁场 力 的 作用 
下 ， 这 些小 磁 针 会 出 现 一 定 程度 上 的 规则 排列 ， 从 而 产生 一 个 附加 的 
宏观 磁场 ， 这 种 现象 称 媒质 的 磁化 . 

设 媒质 中 磁化 电流 密度 为 了 , 那么 由 稳定 电流 产生 的 磁场 中 的 安 
培 定理 ， 应 有 

rotB = (7 十 力 ， (7.7) 


其 中 jy 是 传导 电流 密度 .可 以 证 明 
rotM = 了， (7.8) 


其 中 4 为 媒质 中 产生 的 磁化 强度 ( 即 单位 体积 的 磁 偶 极 矩 ). 将 上 式 
代入 (7.7), 得 到 
rotH = jy, (7.9) 
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其 中 ] 
EH=—B—-M (7.10) 
Ho 


称 为 磁场 强度 . 实验 证 明 ， 在 场 强 不 是 很 大 时 ， 对 各 向 同性 的 媒质 ， 
M= x,H, (7.11) 
其 中 Xs, 称 媒质 的 磁化 率 . 这 样 ， 由 (7.10) 式 得 到 
B=1H, (7.12) 


其 中 上 二 HUrHo 称 为 磁 导 率 , 而 jir 二 1 十 Xm 称 为 相对 磁 导 率 . 对 非 
均 名 媒质， 可 以 是 (Z, 2 z) 的 函数 . 
类 似 于 真空 中 的 电磁 场 ， 对 非 稳定 的 情况 ，(7.9) 式 应 修改 为 


oD . 
rotH = Br + (7.13) 


容易 直接 验证 ， (7.13) 式 与 电荷 守恒 律 方 程 


0 divjj =0 (7.14) 
相 容 . 

3) 当 媒 质 是 导电 的 情况 , 还 可 能 出 现 传导 电流 . 它 是 自由 电荷 ( 电 
子 或 离子 ) 在 电磁 场 作用 下 发 生 运动 的 结果 . 

总 之 , 媒质 中 的 电荷 在 电磁 场 的 作用 下 ,可 以 出 现 极 化 、 磁化 和 传 
导 三 种 运动 形态 ， 这 会 改变 原来 的 电磁 场 ， 并 使 得 有 关 的 方程 改变 其 
形式 . 由 上 面 的 讨论 知 ， 在 各 向 同性 的 媒质 中 的 麦克 斯 韦 方程 组 应 具 
有 下 述 形式 : 


divD = py, (7.15) 
oB 
th = 一 -一 
rotE pp (7.16) 
divB = 0， (7.17) 
oD 
tH = +j 


其 中 py 及 jj 应 满足 电荷 守恒 律 方程 (7.14). 
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这 一 方程 组 的 特点 是 只 出 现 自 由 电荷 密度 及 传导 电流 密度 ， 而 不 
出 现 相 应 于 媒质 极 化 及 磁化 的 电荷 及 电流 . 九 和 五 的 引入 是 为 了 
将 极 化 及 磁化 的 效果 包括 在 内 ， 而 使 方程 中 只 剩 下 自由 电荷 及 传导 电 
流 ， 这 样 做 有 很 大 的 方便 ， 因为 极 化 和 磁化 的 情况 可 由 该 处 的 电场 及 - 
磁场 直接 决定 ， 从 而 束缚 电荷 及 (由 极 化 及 磁化 所 产生 的 ) 诱导 电流 也 
如 此 , 而 自由 电荷 及 传导 电流 可 能 是 外 来 的 . 此 外 ,传导 电流 可 以 用 一 
般 的 电流 计 加 以 测量 ， 而 诱导 电流 则 不 能 . 将 它们 分 别 开 来 加 以 不 同 
的 处 理 是 比较 方便 的 ， 最 后 一 个 方程 (7.18) 右 端 的 第 一 项 


. d 0D 

思 二 页 (7.19) 

称 为 位 移 电 流 , 它 并 不 是 真正 的 电流 . 

相应 于 (7.15) 一 (7.18) 及 (7.14) 诸 式 的 积分 形式 为 

| ,Dnds— 上 psdV, (7.20) 

8B 
fe: d=- /nds, (7.21) 
|, B.nds=0, (7.22) 


fH-d= /过 ndS+ /ji-nds (7.23) 


及 
d 
ov = — | jis nds, (7.24) 


其中 作为 电厂 扬中 的 任 一 给 定 区 名 ， 人 为 其 训 办 ;为 电 隔 声 中国 
任 一 给 定 封闭 曲线 ， 9 为 任 一 以 7 为 边缘 的 曲面 ， 其 单位 外 法 线 向 量 
mm 的 取向 与 1 的 回转 方向 构成 右手 系 . 


7.2. 媒质 交界 面 上 的 条 件 

在 实际 问题 中 常 碰 到 不 同 媒质 之 间 的 交界 面 (包括 媒质 的 表面 ,也 
可 视 为 媒质 与 真空 的 界面 ). 在 这 种 交界 面 上 ， 由 于 媒质 的 性 质 有 一 突 
变 ， 故 电磁 场 也 会 有 突变 ， 电 磁场 的 一 些 基 在 媒质 交界 面 上 会 出 现 不 
连续 . 因此 ， 麦 克 斯 韦 方程 组 的 微分 形式 在 交界 面 上 将 失去 意义 ， 但 
其 积分 形式 在 交界 面 附近 仍然 是 适用 的 . 现在 我 们 要 利用 这 些 积分 形 
式 ， 导 出 交界 面 两 侧 电磁 场 量 应 满足 的 关系 式 ， 即 在 媒质 交界 面 上 应 


50 第 一 章 ”电动 力学 


满足 的 交界 面条 件 . 这 是 一 种 内 边界 条 件 ， 是 麦克 斯 韦 方程 组 在 交界 
面 上 的 表现 形式 . 在 交界 面 两 侧 ， 电 磁场 量 是 正规 的 ， 原 先 微分 形式 的 
麦克 斯 韦 方程 组 仍然 发 挥 作用 . 将 媒质 内 部 的 麦克 斯 韦 方程 组 和 媒质 
交界 面 上 的 交界 面条 件 相 结合 ， 就 可 以 得 到 完整 的 描述 . 

首先 看 方程 (7.20). 在 交界 面 耳 两 侧 各 作 一 和 其 平行 的 曲面 9_ 
和 5+, 并 由 此 构成 一 柱 形体 用 ( 见 图 4). 在 人 上 用 (7.20) 式 ， 即 有 


iD.nds = . 
上 ndS = @Q)， (7.25) 


其 中 Qj 为 此 柱 体内 所 含 的 电荷 总 其 ， 先 令 此 柱 体 的 高 度 趋 于 零 ， 此 
时 曲面 5+ 与 S- 分 别 从 两 侧 趋 向 交界 面 上 的 曲面 块 9, 而 D 的 极限 
值 在 两 侧 各 不 相同 ， 分 别 设 为 D1 及 万 .规定 单位 法 线 向 量 no 对 两 
侧 有 同一 取向 ， 为 确定 起 见 ， 不 妨 设 n 指向 媒质 1 的 内 部 ， 则 (7.25) 
式 左 端的 极限 为 

人 (Di ~ D;) .nds, 


而 此 时 右 端的 总 电荷 只 能 考察 面 电荷 的 贡献 . 设 在 六 上 自由 电荷 的 面 
密度 为 wy, 则 (7.25) 式 右 端的 极限 为 


/ws. 


人 (Di - Da .nds = 人 wsdsS. (7.26) 


再 令 曲面 块 9 趋 于 一 点 , 或 注意 到 上 式 对 交界 面 厂 上 的 任 一 曲面 块 9 
均 成 立 ， 即 得 


(Di 一 D,) “N= wf. (7.27) 


这 就 是 方程 (7.20) 在 交界 面 上 的 表现 形式 . 记 DD 在 交界 面 上 的 路 度 
为 
[DI 一 Di 一 D,, 
则 (7.27) 式 可 写 为 
[D} :nn = wi. (7.28) 


这 说 明 在 交界 面 上 没有 自由 面 电荷 时 (wj 二 0), 电 通 密度 万 在 交界 
面 上 的 法 向 分 量 是 连续 的 ; 否则 将 跃 变 Wj. 
类 似 地 ， 由 方程 (7.22) 可 得 其 在 交界 面 上 的 表现 形式 为 


[Bl.n=0, (7.29) 


其 中 [B| = Bi 一 Bz. 这 说 明 在 交界 面 上 磁 感 强度 忆 的 法 向 分 量 是 
连续 的 . | 

现在 考察 方程 (7.21). 在 交界 面 的 两 侧 作 一 环形 回路 ， 其 两 边 1+ 
及 1 与 交界 面 平行 ， 而 两 侧 边 与 其 垂直 ( 见 图 5). 将 (7.21) 用 于 此 
回路 及 以 其 为 边缘 的 曲面 ， 有 有 


JE-d=-/ nds (7.30) 
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先 令 此 回路 的 侧 边 (高 ) 趋 于 零 , 于是， 全 及 三 趋向 于 交界 面 上 的 曲 
线段 /, 从 而 (7.30) 式 左 端 的 极限 为 


[Bi ~ Es).dl, 


其 中 di 的 取向 与 合同，Ei 与 Bz 分 别 为 忆 在 界面 两 侧 的 极限 值 . 
此 时 ，(7.30) 式 右 端的 极限 为 零 ， 故 得 


Ve — Ez2).:dl=0. (7.31) 


再 令 此 曲线 段 趋 于 一 点 ， 或 注意 到 此 段 曲 线 的 任意 性 ， 由 上 式 就 得 到 
在 交界 面 上 成 立 
[可 :mm = 0， (7.32) 
其 中 mm 为 与 交界 面相 切 的 任 一 方向 ， | 杏 | = Ei 一 五 2. 这 说 明 电场 
强度 马 的 切 向 分 量 在 交界 面 上 是 连续 的 .〈7.32) 式 又 可 写 为 
[Bxn=0. (7.33) 


这 是 方程 (7.21) 在 界面 上 的 表现 形式 . 
类 似 地 ， 由 (7.23) 式 可 得 其 在 交界 面 上 的 表现 形式 为 


[Hi xn=0, (7.34) 
即 磁场 强度 好 的 切 向 分 量 在 交界 面 上 连续 ， 这儿 假 设 只 具有 体 传导 


电流 密度 ， 而 没有 面 传 导电 流 密度 . 
这 样 ， 在 交界 面 上 的 内 边界 条 件 为 


[DIl:n = wj， (7.35) 
[Bil:n = 0, (7.36) 
[Exn = 0， (7.37) 
[可 xm = 0， (7.38) 


其 中 单位 法 线 向 其 m2 在 交界 面 两 人 出 有 同一 取向 . 因此 ， 在 媒质 的 交界 
面 上 ， 电 的 法 向 分 量 连 续 ， 了 书 和 用 的 切 向 分 量 连 续 , 而 DD 的 法 向 
分 量 有 跃 度 Wf. 
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同 理 ， 由 (7.24) 得 电荷 守恒 定律 在 交界 面 上 的 表现 形式 为 


Our/ 


n= (7.39) 


其 中 [jy] 为 万 在 交界 面 上 的 跃 度 ， wy 为 交界 面 上 的 自由 电荷 面 密 
度 ， 而 n 在 交界 面 两 人 出 有 同一 取向 . 


7.3. 媒质 中 电磁 场 量 的 表示 
现在 推导 媒质 中 电磁 场 能 景 的 表示 式 ， 由 麦克 斯 韦 方程 (7.16) 与 
(7.18), 有 


oB 
J; = 2 — rotH. (7.41) 


将 (7.40) 式 与 恕 作 数 量 积 ，(7.41) 式 与 五 作 数量 积 ， 并 相 加 所 得 
的 结果 . 注意 到 D = eB, B= khH, 且 6 及 h 只 是 (2z,y,Z) 的 函 
数 ， 而 与 t 无 关 ， 我 们 得 到 


一 77 五 三 SH(B.D+B.H) rotE.H-rotH.E (7.42) 
注意 到 向 基 分 析 公 式 


div(E x H)= H':rotE ~- E.rotH, (7.43) 
(7.42) 式 可 写 为 
. 1 0 . 
-IE=35F(ED+B.H)+div(Ex H). (7.44) 
这 样 ， 可 以 类 似 地 定义 电磁 能 量 密度 为 
1 
5(B:D+B.H), (7.45) 


而 电磁 能 量 流 密度 向 量 为 


S=ExH, (7.46) 
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它 仍 称 为 坡 印 亭 向 量 . (7.44) 式 即 媒质 中 能 其 守恒 与 转化 定律 的 微分 
形式 . 

至 于 在 媒质 中 电磁 场 的 电磁 动量 密度 向 量 及 电磁 动量 流 密度 张 
量 则 分 别 为 


5 
亏 (7.47) 
及 1 
5(e +uH)T -eB®E-uHe H, (7.48) 
其 推导 过 程 从 略 . 


88. 静电 场 和 静 磁 场 


8.1. 静电 场 
由 静止 电荷 产生 的 稳定 电场 分 布 称 为 静电 场 . 此 时 ， 没 有 电荷 的 
流动 ， 电 场 强度 如 也 不 随时 间 变 化 ， 轧 = (x,y,z), 从 而 磁场 为 


由 麦克 斯 韦 方程 (7.15) 及 (7.16), 有 
divD = py, (8.1) 
rotE = 0. (8.2) 
由 (8.2) 式 ， 存 在 静电 势 $ (其 决定 可 相差 一 个 任意 常数 ), 使 
E= 一 grad 0 (8.3) 


这 样 ， 方程 (8.1) 化 为 
060/ 9/600\ aa1/ab 
Bz 二 = 好) - By ( ) 6 ( FE) = Ff (8.4) 
即 在 媒质 内 部 ， 4 满足 一 个 二 阶 椭圆 型 方程 ， (8.4) 是 一 个 非 齐 次 的 
拟 调和 方程 
现在 讨论 $ 在 媒质 交界 面 上 应 满足 的 条 件 , 由 (7.35) 与 (7.37) 
式 知 ， 在 媒质 的 交界 面 上 有 
[站 nm = wh (8.5) 
加 xm = 0. (8.6) 
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注意 到 D = 一 sgrad 9, (8.5) 式 可 写 为 


0 0 


其 中 下 标 1 及 2 分 别 表示 在 交界 面 上 处 于 媒质 1 及 2 一 侧 的 相应 值 
(8.7) 式 可 写 为 ; 
[| = WY. (8.8) 


由 (8.6) 式 ， 对 任何 与 交界 面相 切 的 方向 m, 成 立 
(Ei 一 五 2) .7 = 0， 


即 2 
(人 92) 一 0， 
这 表示 内 一 各 在 交界 面 上 为 常数 . 由 于 $ 的 决定 可 相差 一 个 任意 常 


数 ， 和 运 当 调 整 这 一 常数 之 值 ， 可 得 在 交界 面 上 


册 一 9 或 有 =0. (8.9) 

这 样 ， 静 电势 在 交界 面 上 应 满足 的 条 件 为 
0 = fo, (8.10) 
国 一 全 -2 


即 本 身 为 连续 ,但 一 阶 法 向 导数 有 间断 . 而 在 不 存在 面 电 荷 的 情况 ， 则 
成 立 


oO1 一 02， (8.12) 

09 00 
£1 63) 一 E2 (¥) 。 (8.13) 
现在 考察 在 其 他 边界 上 的 边界 条 件 ， 如 果 我 们 要 决定 一 带电 导体 
以 外 空间 中 的 静电 场 ， 我 们 就 必须 知道 在 导体 表面 上 的 边界 条 件 ， 我 
们 知道 , 在 导体 上 加 置 自 由 电荷 时 ,电荷 会 自动 地 重新 分 布 ， 一 直到 导 
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体内 部 处 处 电场 强度 为 零 ， 从 而 整个 导体 上 的 更 电势 为 一 常数 时 才 达 
到 平衡 ,这 是 因为 当 导 体内 部 电场 不 为 零 时 ， 电 荷 必 在 电场 作用 下 逐 
渐 流 动 ; 而 只 有 在 电场 为 零 时 , 才能 达到 静电 情况 . 因此 导体 上 的 静电 
分 布 满足 以 下 几 个 条 件 : 

(1) 每 个 导体 上 电荷 分 布 的 总 和 等 于 所 加 置 的 电荷 总 量 . 

(2) 导体 所 带 的 电荷 都 以 面 电荷 的 形式 分 布 在 导体 表面 上 ， 在 导 
体内 部 不 能 带电 荷 (这 一 现象 称 为 趋 肤 效应 )， 这 是 因为 在 导体 内 部 
万 = 吾 =0, 从 而 由 (8.1) 式 可 得 电荷 密度 为 零 

(3) 每 个 导体 都 是 等 势 体 ， 其 上 静电 势 为 常数 . 

(4) 自由 电荷 通过 导体 边界 向 外 发 出 的 总 电 通 基 等 于 导体 上 总 自 
由 电荷 : 

[Dnds=Q, (8.14) 


其 中 no 为 导体 [2 边界 的 单位 外 法 线 方向 . 
这 样 ， 在 带电 导体 表面 上 的 边界 条 件 应 为 


0 二 常数 (待定 )， (8.15) 
00 
| ,Fs = 0 (8.16) 


其 中 nn 指向 导体 内 部 ， 这 里 ， 边 界 条 件 由 两 个 式 子 组 成 ， 第 一 个 条 件 
(8.15) 表示 9 为 一 待定 常数 ， 是 导体 表面 912 为 等 势 面 的 数学 表达 . 
由 于 此 常数 待定 ， 这 不 是 一 个 狄 利克 雷 (Dirichlet) 型 的 边界 条 件 ， 还 
需要 另 一 个 条 件 来 加 以 补充 ， 以 限制 其 自由 度 ， 第 一 个 条 件 (8.16) 是 
= 在 90 上 的 积分 ， 表示 总 电 通 二 为 已 知 ， 这 是 _ 个 非 局 部 的 边界 
条 件 ， (8.15) 一 (8.16) 是 一 种 新 型 的 边界 条 件 ， 称 为 “等 值 面 边界 条 
件 ” 或 “总 流量 边界 条 件 ”. 关于 这 种 类 型 的 边界 条 件 ， 已 有 一 系列 的 
研究 (参阅 [四 , [8],[12], [17] 及 [17] 中 所 列 的 文献 ). 

此 外 ， 若 求解 的 是 在 无 界 区 域 上 的 静电 场 ， 还 要 考虑 无 穷 远 处 的 
边界 条 件 . 通常 可 设 在 无 穷 远 处 电势 为 零 ; 


9=0. (8.17) 


这 是 炙 利 克 雷 (Dirichlet) 边界 条 件 . 在 实际 求解 时 , 可取 一 相当 大 的 
区 域 近似 代替 无 界 区 域 ， 而 在 其 “无 穷 远 边界 ”上 设置 上 述 条 件 . 
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还 有 在 静电 场 对 称 面 上 的 条 件 ， 
DO 
一 二 8.18 
这 是 诺 依 曼 (Neumann) 边界 条 件 . 
这 样 ， 对 静电 场 的 决定 ， 总 可 化 为 求解 二 阶 椭圆 型 方程 的 适 定 的 
边 值 问题 ， 并 可 以 方便 地 使 用 有 限 元 素 法 求 得 其 数值 解 (参见 [7]). 
静电 场 中 有 关 的 量 ， 也 都 可 以 用 静电 势 来 描述 . 例如 能 量 密度 
” 1 E € 
Er2 ,12 
aE:D=35E 5 |grad g| ， 
而 电磁 能 基 为 1 
= = 2dV. 8.19 
Uem = 3 ],sleradd) dr (8.19) 
(8.19) 就 是 著名 的 狄 利克 雷 积分 . 它 在 变 分 方法 的 研究 中 起 着 基本 的 
作用 . 
注意 到 由 (8.1) 式 ， 有 
clgrad ol? 一 .gradb 
= —div(¢D)+ odivD 
—div ($D) + ppy, 


| 


(8.19) 式 又 可 写 为 ) 
Uom = 3 /$01dV, (8.20) 


其 中 人 2 为 整个 静电 场所 在 的 区 域 . 


8.2. 稳定 电流 的 电场 . 

稳定 电流 的 电场 具有 静电 场 的 特征 . 此 时 py 及 jj 均 只 是 (72,y, 2) 
的 函数 ， 而 与 无 关 ， 从 而 互 及 B 等 也 与 无关， 由 麦克 斯 韦 方程 
组 (7.15) 一 (7.18) 得 


div = py, (8.21) 
rotE = 0, (8.22) 
divB = 0, (8.23) 
rotH = jy. (8.24) 
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此 外 ， 电 荷 守恒 律 方程 (7.14) 给 出 
divj; = 0. (8.25) 


和 静电 场 情形 一 样 ， 前 面 两 个 方程 (8.21) 与 (8.22) 已 足以 决定 
电场 . 即 可 引进 电势 9, 使 (8.3) 与 (8.4) 式 成 立 . 在 媒质 交界 面 上 ， 
也 有 和 前 面 一 样 的 条 件 (8.10) 与 (8.11). 因此 可 以 和 静电 场 一 样 地 进 
行 讨论 . 1 
但 在 实际 应 用 中 ， 特 别 在 电阻 率 法 测 井 中 (参见 四)， 对 稳定 电流 
的 电场 ， 我 们 常 采用 以 下 有 所 不 同 的 方法 来 建立 其 相应 的 微分 方程 模 
型 . 

仍 由 (8.22) 式 引 入 势 函 数 多: 


五 = 一 grad 0 (8.26) 


再 由 微分 形式 的 欧姆 (Ohm) 定律 , 电场 强度 召 和 电流 密度 7 有 下 
述 关系 : 


1 
j= oF- (8.27) 


或 
E= 7 . (8.28) 
其 中 及 = 二 分 别称 为 电导 率 及 电 县 率 , 这 是 因为 场 强 的 方向 决 
定 了 媒质 中 电流 流动 的 方向 ， 而 电流 流动 的 速度 与 五 成 正比 ， 与 电阻 
率 成 反比 . 
这 样 ， 由 (8.26) 与 (8.28) 式 有 


, 1 
jj = 一 了 srad ¢. (8.29) 
将 其 代入 电流 连续 性 方程 (8.25), 就 得 到 9 满足 如 下 的 二 阶 椭圆 型 方 
程 
—div (Le 6] = 0, (8.30) 


9 (196)_ 9 (10%)_ 0 {10% 
Oz (过 元 (2 芝 ) -总 (2)=0 (8.31) 


即 
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这 是 一 个 拟 调和 方程 . 
在 媒质 交界 面 上 ， 我 们 可 从 (8.22) 及 (8.25) 的 积分 形式 与 87.2 

中 一 样 地 得 到 相应 的 交界 面条 件 
[ 酝 xm = 0， (8.32) 
[74] nN 


| 
© 


因此 ， 由 (8.26) 及 (8.29) 式 可 得 
D1 = 02, (8.34) 
1 /60 1 世 ) 
一 | 二 | 二 二 [| 二 | 8.35 
N1 (%) 7Y2 (% 2 ( ) 
这 里 (8.34) 式 也 是 在 调整 一 附加 常数 后 得 到 的 . 上 两 式 表示 : “在 媒质 
的 交界 面 上 ， 执 与 电流 的 法 向 分 量 均 是 连续 的 . 


这 时 ， 我 们 可 以 磁 到 的 边界 条 件 有 
1) 狄 利克 雷 边 界 条 件 


乡 三 已 知 函 数 ， (8.36) 


例如 对 接地 的 边界 可 设 $ = 0; 对 “无 穷 远 边界 ”上 的 电势 也 可 取 为 
2) 诺 依 曼 边界 条 件 


06 
页 一 已 知 函 数 ， (8.37) 
6 
例如 在 对 称 面 上 有 50 = 0; 在 绝缘 材料 构成 的 边界 上 ， 由 于 无 电流 流 
。 10 
入 此 边界 ,有 :于 一 一 部 = 0， 故 仍 有 上 述 按 界 条 件 


3) 等 值 面 边界 条 件 ， 在 电极 面 及 上 ,由 于 电极 面 是 导体 , 其 上 9 
应 为 (待定 ) 常数 ， 此外， 通过 电极 面向 媒质 中 发 射 稳 恒 电 流 用 , 这 是 
造成 稳定 电流 的 原因 ， 在 石油 电 法 测 并 中 就 是 这 样 . 记 n 为 在 五 上 
区域 的 单位 外 法 线 方向 ， 由 于 向 媒质 中 发 射 的 总 电流 为 石 , 有 


-/ jinds=h (8.38) 
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从 而 由 (8.29), 有 
/ 1000g 7 (8.39) 
ro 7Y On 
这 样 ， 在 电极 面 用 上 又 一 次 得 到 如 下 的 等 值 面 边界 条 件 或 总 流量 边 
界 条 件 : 


gm 二 待定 常数 ， (8.40) 


1 

/ 20d5 - 万 (已 知 常数 ) (8.41) 
ry On 

而 整个 问题 就 化 为 求解 相应 的 等 值 面 边 值 问题 或 总 流量 边 值 问 题 { 见 

[7], [17]). 


8.3. 静 磁 场 

如 前 所 述 ， 稳 定 电流 所 形成 的 磁场 称 为 静 磁 场 . 此 时 py 及 放 均 

(Z, 2 z) 的 函数 ， 而 与 t 无 关 . 支 克 斯 书 方程 组 以 及 电荷 守恒 律 
a (8.25). 

由 稳定 电流 形成 的 电场 已 在 上 节 中 处 理 ， 而 相应 的 磁场 同样 可 以 
单独 处 理 ， 它 们 满足 


dvB = 0， (8.42) 

rotH = J (8.43) 
及 

divj; =0. (8.44) 


下 面 介绍 处 理 静 磁场 的 两 种 可 能 的 方法 . 
首先 讨论 矢 势 法 . 由 (8.42) 式 知 ， 可 引入 矢 势 和 A 使 


B= rotA. (8.45) 


且 由 于 A 可 以 相差 一 个 任意 函数 的 梯度 ( 即 任 一 纵 场 ), 可 以 设 4 
为 横 场 ， 即 满足 
divA=0 (8.46) 


(参见 86.1). 上 面 引入 的 和 称 为 静 磁场 的 向 量 势 (失势 ). 
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1 
将 HH= -B = Drot4 代入 (8.43) 式 ， 得 


rot (ea = Jy. (8.47) 
k 
这 是 矢 势 A 应 满足 的 方程 ,利用 向 量 分 析 公 式 ， 上 式 可 写 为 
grad (2 x rot 4 十 Lrot rotA = jy. (8.48) 
1 1 
再 利用 向 基 分 析 公 式 (2.35), 并 注意 (8.46) 式 ， 上 式 可 改写 为 
1 1 , 
一 一 A4 +grad (2) x rotA = jy. (8.49) 
1 1 


这 就 是 矢 势 A 满足 的 一 个 主 部 分 离 的 二 阶 椭圆 型 方程 组 . 
考察 / 为 常数 的 特殊 情况 (这 是 在 应 用 中 经 常 磁 到 的 情形 ), 此 时 
有 
-A4 = jj. (8.50) 
即 在 失势 A 取 为 横 场 时 ， 它 满足 泊 松 方程 利用 体位 势 ， 这 个 方程 的 
一 个 解 可 取 为 


(PY)dV 
A(z,y, 2) 一 人 Ua 


一 8.51 
47 人 Tp'p ( ) 


而 且 由 (8.44) 式 不 难 证 明 , 由 上 式 给 出 的 和 的确 满足 横 场 条 件 (8.46). 
下 面 看 一 个 磁场 能 其 (不 计 电 场 ) 的 表达 式 ， 由 (7.45) 式 知 


1 
Ue m 一 - =/ B. HdV. » 
， 2Jn (8.52) 


注意 到 


B.H = rotA.H 
div(A x H)+ A.:rotH 
div(A x H)+ A.j,, 


I 
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而 且 div (4 x 万 ) 在 整个 区 域 2 上 的 积分 在 利用 格林 公式 化 为 边界 
积分 后 应 为 零 ， 故 得 


1 
已 一 二 /| 7;::. AdV. 8.53 
2 2 hi 5 ) 


这 样 ， 可 见 静电 场 忆 及 静 磁 场 召 之 间 有 许多 相似 的 地 方 ， 见 下 
面 表 格 . 


| “| 元 许 场 ( 纵 场 ) 

静 | 有 标 势 如 使 百 = grad 
(9 可 相差 一 任意 常数 )， 

电 | 9 满足 

~EA9 ~ grade . grad 9$ = py; 


场 | -At = tpy (车 < 为 常数 ) | 
能 量 蕊 一 志方 orddT 


| 无 源 场 ( 异 场 ) | 
静 |‖ 有 矢 势 ,使 B=rotA 

(4 可 相差 一 任意 标量 场 的 梯度 )， 

磁 |‖ 4( 在 div4=0 时 ) 满足 
—2AA+grad (2) x rotA =7;; 
场 | -AAA = jj ( 若 为 常数 ) 

中 能 量 U= 了 7p: AdV | 


现在 介绍 静 磁 场 的 标 势 法 . 用 矢 势 A 来 处 理 静 磁场 要 出 现 三 个 
函数 4s, 4y 及 4:, 而 且 在 不 为 常数 时 ,方程 组 呈现 复杂 的 面 狐 ， 
不 易于 处 理 . 现在 说 明 ， 和 一 般 情 形 下 的 电磁 场 不 同 ， 对 静 磁 场 还 可 以 
用 标 势 来 处 理 . 

由 (8.44) 式 ， 利 用 引 理 6.1, 我 们 知道 ， 存 在 向 量 万 使 


js = rotF, (8.54) 
而 且 由 引 理 6.1 后 的 注 6.1 知 ， 总 可 以 选取 下 使 
divF=0. (8.55) 
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将 (8.54) 式 代入 方程 (8.43), 得 
rot(H- m=0. 
于 是 由 引 理 6.2, 必 存 在 一 个 标 其 函数 6 使 
H- F= -grady. (8.56) 
我 们 称 上 式 右 端的 的 为 静 磁 场 的 标量 势 ( 慰 势 ). 这 样 就 有 
B= ngradgd + uF, (8.57) 
将 其 代入 (8.42) 式 ， 得 标 势 满足 的 方程 
0/ 60 9/ 60 9090/ 600 
AC AC AG 
= -div (uF). (8.58) 


但 


div (uP) = jdiv F+F. grad1 = F. grady, 
这 里 我 们 利用 了 (8.55) 式 . 将 上 式 代 入 (8.58) 式 右 端 ， 得 标 势 $ 满 
足 的 非 齐 次 拟 调和 方程 


O O0 0 / D0 0 / 00 
Ox (2 Oy (| Oz (党) = Fgradn. (8.59) 


特别 在 / 为 常数 的 情形 ， 上 式 变 为 调和 方程 
-Ab =0. (8.60) 


下 面 讨论 在 媒质 交界 面 上 的 条 件 . 因 磁 场 强度 且 的 切 向 分 其 在 媒 
质 的 交界 面 上 连续 ( 见 (7.38) 式 ), 由 (8.56) 式 得 


[一 grad 乡 十 列 .mm 二 0，Y 切 向 量 m. (8.61) 
注意 到 在 引 理 6.1 中 , 车 BB 及 其 一 阶 偏 导数 在 曲面 3 上 有 第 一 类 间 


断 ， 但 如 的 法 向 分 其 在 3 上 连续 ， 那 么 可 以 证 明 ， 引 理 中 给 出 的 A 
在 包含 5 在 内 的 区 域 中 是 连续 的 (对 S 为 平面 z = 0 的 情形 ， 见 习题 
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15). 再 由 (8.33) 知 ， jy 的 法 向 分 量 在 媒质 的 交界 面 上 是 连续 的 . 因 
此 ， (8.54) 式 右 端的 五 在 媒质 的 交界 面 上 为 连续 的 ， 从 而 (8.61) 式 


给 出 
0 


7 = 0， YY 切 向 量 m. (8.62) 
注意 到 9 的 决定 可 以 相差 一 个 任意 常数 ， 由 上 式 可 得 
[8] =0， 即 91= 92. (8.63) 


另外 ， 磁 感 强度 B 的 法 向 分 量 在 媒质 交界 面 上 连续 ( 见 (7.36) 
式 ), 由 (8.57) 式 得 


[—ugrad op + pH .n=0. 
注意 到 天 的 连续 性 ， 由 上 式 得 到 


1 = WF.n, (8.64) 
即 
了 (2 — ji ( 颖 ) = (pa) Fn. (8.65) 


因为 下 可 由 电流 密度 jy 确定 , 因而 上 式 右 端 为 已 知 函 数 . 于 是 , 媒质 
交界 面 上 的 条 件 为 


01 = 加， (8.66) 
0 0 
Hl (¥) HH2 (和 = (Ha — Hp2) Pn. (8.67) 


这 个 条 件 同 样 是 易于 用 变 分 方法 处 理 的 . 
下 面 讨论 磁场 能 基 的 表达 式 .由 (8.56) 与 (8.57) 式 ， 有 
B.H = jp(-grad$+D).(~gradd + FP) 
Hlgrad $|” — 2pF': grad $ + p| Fl?. (8.68) 


| 


| 


HE gradg = div(U0 — opdiv (uP) 
= div(uoD) — ppdivF+ F.grady) 


div (10F) — $F grad 1 (8.69) 


| 
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在 得 到 上 式 的 过 程 中 , 我 们 利用 了 (8.55) 式 . 将 (8.69) 式 代 入 (8.68) 
式 ， 并 在 整个 磁场 2 中 积分 ， 注 意 到 散 度 项 div (ug8 避 在 人 2 上 的 积 
分 在 利用 格林 公式 化 为 边界 积分 后 应 为 零 ， 就 得 到 


Uem = 3 /.B: Hav 
’ 2 /0 ， 


= 3 (slgrad OF + 26F- grad p+ HIF)dV. 
(8.70) 


因为 几 及 五 为 已 知 上 积分 本 质 上 为 
Uom = 3 (ulgrad Gp| ”+2909F. grad n)dV. (8.71) 


这 是 相应 于 所 考察 的 非 齐 次 二 阶 椭圆 型 方程 (8.59) 的 狄 利克 雷 积 
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de 
节 , 我 们 讨论 了 静电 场 与 静 磁 场 的 问题 . 相对 来 说 ,这 类 问题 
比较 障 音 ， 而 一 般 的 麦克 斯 韦 方程 组 的 定 解 问 题 ， 无论 在 理论 上 还 是 
在 数值 计算 上 都 要 复杂 得 多 . 但 在 实际 问题 中 常会 碰 到 这 种 情况 ， 电 
磁场 的 变化 频率 比较 低 (例如 由 通常 的 交流 电 所 激发 的 电磁 场 )， 而 所 
考察 的 空间 区 域 的 几何 尺寸 又 不 是 很 大 ， 这 时 可 对 麦克 斯 韦 方程 组 进 


行 简化 .假设 电磁 场 的 圆 频 率 为 w， 那么 因为 本 五 7 是 磁 感 强度 关于 时 


10B 
癌 的 时 所 以 19B 名， rt 万 中 和 的 是 关于 


1 


1 
数 ， 所 以 rot 召 ~ ,这 里 1 是 所 讨论 区 域 的 特征 长 度 ， 如 果 = < 


即 << 7， 那么 在 麦克 斯 书 方程 (7.16) 中 就 可 以 忽略 二 使 该 方 
程 变 为 rot 吾 = 0. 这 便 是 静电 场 中 电场 强度 所 满足 的 方程 ， 这 种 情况 
称 拟 静 电 状 态 , 而 相应 于 这 种 状态 的 麦克 斯 韦 方程 组 则 称 为 拟 静电 模 
型 或 似 稳 场 方程 . 由 麦克 斯 韦 方 程 组 (7.15) 一 (7.18), 并 注意 到 (7.6) 
及 (7.12), 拟 静电 模型 应 具有 如 下 的 形式 ， 

OF 


1 . 
Er 一 zB 二 一 J， (9.1) 
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(9.2) 
div B=5, (9.3) 
(9.4) 
这 里 我 们 假定 介 电 常数 = 与 磁 导 率 人 均 为 常数 ， 并 为 方便 起 见 ,将 jy 
与 pf 简 记 为 了 与 1. 
由 引 理 6.3 知 ， 任 一 向 量 场 都 可 分 解 为 横 场 与 纵 场 的 全 加， 这 样 
就 有 
E= Erti%E, (9.5) 
其 中 Er 与 Bi 分 别 为 的 模 场 部 分 与 纵 场 部 分 ， 即 它们 满足 
div Er = 0, rot Er = 0. 
因而 在 拟 静电 模型 中 ， 实 际 上 是 略 去 了 电场 强度 巨 中 由 于 磁场 的 变化 
而 产生 的 横 场 部 分 Br， 作 为 该 模型 的 一 个 自然 的 修正 ， 可 不 在 整个 
的 麦克 斯 市 方程 组 中 ， 而 仅 在 其 中 的 方程 (7.18) 中 咯 去 妃 的 模 场 部 
分 关于 时 间 t 的 偏 导数 < 一. 此 时 得 到 的 模型 称 为 达尔 文 模型 ( 见 
[15], [16] 及 [18]). 描述 达尔 文 模型 的 方程 组 将 在 本 节 第 三 段 中 给 出 . 


9.2. 麦克 斯 韦 方程 组 的 一 个 定 解 问题 
设 1 为 一 有 界 空间 区 域 ， 其 外 部 为 理想 导体 ， 即 o = 十 oo. 在 


人 2 中 电磁 场 满足 的 麦克 斯 韦 方程 组 为 
Oo 1 . 
“可 一 zB = 一 人 (9.6) 
字 十 rot 五 二 0， (9.7) 
divE=5, (9.8) 
divB=0, (9.9) 
其 中 了 与 p 还 应 满足 连续 性 方程 
Op , 
到 十 div7=0. (9.10) 


现在 讨论 在 边界 9042 上， 号 及 B 应 满足 的 边界 条 件 ， 对 理想 导 
体 ， 由 欧姆 定律 了 = 5 五 知 召 = 0. 这 样 ，O0 作为 不 同 媒质 的 交界 
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oB 
面 ， 在 其 外 侧 有 = 万 = 0, 再 利用 在 媒质 交界 面 上 电磁 场 应 满足 
的 条 件 (7.37) 与 (7.36), 即 得 


Exn=0， 在 902 上 ， (9.11) 
SBin) =0， 在 62 上. (9.12) 
另外 假设 妃 及 BB 还 满足 初始 条 件 
t=0:E=E,B= B,, (9.13) 
其 中 Eo 与 Bo 为 满足 如 下 相 容 性 条 件 的 向 量 函 数 ; 
div Eo = OO po = p(0, ,9,2), (9.14) 
div Bo = 0, (9.15) 
Eo xn=0, 在 92 上 . (9.16) 


下 面 即 以 定 解 问题 (9.6) 一 (9.9), (9.11) 一 (9.13) 为 例 ， 对 利用 达 
尔 文 模型 的 求解 问题 进行 讨论 . 


9.3. 达尔 文 模型 
由 引 理 6.3 的 证 明 可 见 ， 如 的 分 解 式 (9.5) 并 不 是 唯一 的 . 事实 
上 上， 只 要 取 Ezy = 一 grad 9 即 可 得 到 这 样 一 个 分 解 ， 而 9 为 泊 松 方程 


-Ag = divE 


的 任意 一 个 解 . 但 我 们 只 要 对 五 r 添加 某 些 条 件 , 即 可 保证 分 解 式 (9.5) 
的 唯一 性 . 作为 引 理 6.3 的 精确 化 ， 我 们 有 


引 理 9.1. 人 2 中 任 一 向 量 场 六 均 可 分 解 为 一 横 场 47 与 一 纵 场 
Ar 的 登 加 ， 
A=Ar+i+Ar. (9.17) 


若 要 求 人 7 满足 条 件 
AL xn=0, 在 902 上 ， (9.18) 
则 上 述 分 解 还 是 唯一 的 ， 且 LT 具有 如 下 形式 


AL = —grad wy, 
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其 中 W 为 下 述 问 题 的 解 : 


-Au 二 div A， 在 2 内 ， (9.19) 
$=0, EON 上 ， (9.20) 


这 里 C 为 任 一 常数 . 


证 明 ”由 引 理 6.3 的 证 明知 ， 和 有 分 解 式 (9.17) 等 价 于 47 = 
一 grad 多 , 其 中 儿 为 方程 (9.19) 的 解 . 注意 到 在 08 上 gradywxn=0 
的 充 要 条 件 为 gradw 的 切 向 分 量 为 零 ， 即 (9.20) 成 立 . 所 以 4 有 
满足 边界 条 件 (9.18) 的 分 解 式 (9.17) 等 价 于 4r = 一 grad 荡 其 中 
妇 为 边 值 问题 (9.19) 一 (9.20) 的 解 . 但 对 不 同 的 常数 C, 边 值 问题 
(9.19) 一 (9.20) 的 解 之 间 只 相差 一 个 常数 . 这 样 ， 由 其 解 所 确定 的 A 
就 是 礁 一 的 ， 引 理 证 毕 . 

现在 假定 至 的 分 解 (9.5) 满足 上 引 理 的 票 求 ， 即 设 在 边界 9 
上 ， Er x n = 0， 在 方程 (9.6) 中 忽略 = 麦克 斯 市 方程 组 
(9.6) 一 (9.9) 即 化 为 如 下 的 达尔 文 模型 ， 


eo 一 -rotB = —J, (9.21) 
+ rotEr = 0, (9.22) 
div Br = 5, (9.23) 
div Er = 0, (9.24) 
rot Er = 0, (9.25) 
divB=0. (9.26) 


以 下 的 讨论 均 以 上 一 段 中 给 出 的 边 值 问题 为 例 进行 . 
注意 到 妃 , 在 边界 上 满足 引 理 9.1 所 要 求 的 条 件 , 并 注意 到 (9.13) 
的 第 二 个 条 件 ， 边 界 条 件 (9.11) 一 (9.12) 可 写 为 


E, x n=0, ON 上, (9.27) 
Er x n=0, 在 900 上 ， (9.28) 
B.:n= Bo:n, 在 O02? 上 . (9.29) 
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至 于 初始 条 件 , 对 巴 而 言 此 时 只 须 给 出 Ez 在 t= 二 0 的 值 , 于 是 应 有 
t=0: Er 一 五 0r， (9.30) 


其 中 EoL 为 Eo 按 引 理 9.1 的 分 解 给 出 的 纵 场 部 分 , 它 满足 相 容 性 条 


件 
div Eor, 一 2 po 二 p(0, x, Yy, 2)， 


并 由 (9.18) 式 ， 有 
Eor XN= 0， 在 982 上 . 


由 85 的 讨论 知 ， 麦 克 斯 韦 方程 组 的 初 - 边 值 问题 是 双 曲 型 方程 
的 混合 问题 ， 但 达尔 文 模型 (9.21) 一 (9.26) 虽然 形式 上 仍 是 一 个 包含 
未 知 函 数 关于 时 间 t 的 偏 导 数 的 方程 组 ， 然 而 下 面 我 们 会 看 到 ， 其 定 
解 问题 本 质 上 可 化 为 椭圆 型 方程 的 边 值 问题 来 解决 .事实 上 ， 我 们 有 
如 下 结果 ( 见 [13]). 


定理 9.1. 达尔 文 模型 的 定 解 问题 (9.21) 一 (9.30) 等 价 于 对 任 一 

给 定 的 人 值 ， 求解 下 述 三 个 椭圆 边 值 问题 ; 
(1°) Bi = 一 grad 的, 其 中 由 为 下 述 泊 松 方程 多利 克 雷 问题 的 解 ; 
-Ab = 人 在 人 2 内 ， (9.31) 
$= C(t), E00 1, (9.32) 


而 C(t) 为 一 个 只 依赖 于 的 任意 函数 . 
(2°) BB 为 下 述 问 题 的 解 ， 


一 和 B= Jrotj， 在 人 2 内， (9.33) 
divB= 0， 在 人 内， (9.34) 
B.n= 万 0 7， 在 012 上 ， (9.35) 
(rotB) x n= 47xn, E02 上 ， (9.36) 
(3?) Er 为 下 述 问题 的 解 ， 
AbEr = SrotB, 在 人 2 内 ， (9.37) 
div Br = 0， 在 人 内 ， (9.38) 


Er xn=0, 在 00 上. (9.39) 
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证 明 设 忆 及 B 为 达尔 文 模型 (9.21) 一 (9.30) 的 解 . 由 BL 满 
足 的 方程 (9.25) 、 边 界 条 件 (9.27) 以 及 (9.23), 利用 引 理 9.1 知 ， 存 
在 9 使 
Er = —grad 9, 
且 9 满足 (9.31) 和 (9.32) 式 ， 即 (1°) 成 立 . 
将 旋 度 算 子 rot 作用 于 (9.21) 式 的 两 侧 ， 利 用 公式 


rot rotA = grad div 4 一 A 人 4， (9.40) 
并 注意 (9.25) 与 (9.26) 式 ， 我 们 有 
—AB = rot]y, 


即 (9.33) 式 成 立 ， 由 (9.26) 及 (9.29) 式 ， 为 证 明 (2°), 剩 下 来 只 需 
证 明 满 足 边 界 条 件 (9.36). 为 此 只 要 将 (9.21) 式 两 端 在 边界 812 上 与 
mn 作 向 量 积 ， 并 利用 已 知 的 边界 条 件 (9.27), 即 立 得 (9.36) 式 ， 所 以 
(2°) 成 立 . 

对 于 (3), 由 (9.24) 及 (9.28) 式 ， 我 们 只 需 证 明 (9.37). 将 旋 度 
算 子 rot 作用 于 方程 (9.22) 的 两 端 ， 利 用 公式 (9.40) 并 注意 (9.24) 
式 ， 立 即 得 到 (9.37) 式 . 

所 以 ， 如 果 五 及 号 为 达尔 文 模型 的 定 解 问题 (9.21) 一 (9.30) 的 
解 ， 则 Br 、 殖 和 Er 分 别 满足 问题 (1°) 、(2°) 和 (3°). 

反之 , 设 Bi 、 昌 和 Br 分 别 为 问题 (1*)、(2°) 和 (3?) 的 解 . 下 面 
证 明媚 = Br+ Br 及 BB 必 为 达尔 文 模型 的 定 解 问题 (9.21) 一 (9.30) 
的 解 . 

由 (1°), 易 知 (9.23) 、 (9.25) 及 (9.27) 式 成 立 , 而 (9.24) 、 
(9.26) 、(9.28) 及 (9.29) 即 为 (9.38) 、(9.34) 、(9.39) 及 (9.35). 
剩 下 来 只 需 证 明 (9.21) 一 (9.22) 及 (9.30) 式 . 

首先 说 明 由 (1°) 给 出 的 BL 满足 初始 条 件 (9.30)， 事 实 上 ， 由 
(9.31) 式 知 ， 在 鞋 = 0 时 有 


一 div grad 加 = Po 
E 


这 里 一 个 量 的 下 标 为 零 ， 表 示 该 量 在 t = 0 时 的 值 . 由 相 容 性 条 件 
(9.14), 并 注意 到 (9.24), 有 


div Eor, 一 D0. 
(a 
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由 以 上 两 式 得 

div (grad po 十 五 or ) 一 0. 
这 表明 grad bo 十 Bor 是 横 场 . 但 另 一 方面 ， 一 grad bo 二 EL|,_o 与 
五 or 均 为 满足 引 理 9.1 要 求 的 纵 场 部 分 ， 因 而 grad bo 十 Eor 还 是 


场 ， 且 
(grad do + Eor) x n = 0, 在 9002 上 . 


于 是 由 引 理 9.1 可 得 
—grad bo = Eor. 


这 说 明 初 始 条 件 (9.30) 成 立 . 
现在 证 明 Ez 与 B 满足 方程 (9.21)， 利 用 公式 (9.40) 并 注意 
(9.34) 式 , 方程 (9.33) 可 改写 为 
rot(rotB 一 I) = 0, 在 内， 
故 rotB 一 43 为 一 纵 场 此外， 边界 条 件 (9.36) 给 出 


(rotB— 7 xn=0, 在 902 上. 


这 样 ， 由 引 理 9.1 知 
rotB — 1 = —grad, (9.41) 

其 中 少 满足 
一 Ay = div (rotB 一 办, 在 内， (9.42) 
= C1(t), 在 02 上 ， (9.43) 


这 里 Ca (为 一 个 只 依赖 于 二 的 任意 函数 .但 注意 到 div rotB = 0， 
并 利用 连续 性 方程 (9.10), (9.42) 式 可 改写 为 


一 AV = po 
将 方程 (9.31) 两 端 关于 t 求 导 ， 与 上 式 比较 ， 并 注意 它们 满足 的 边界 
条 件 ， 即 得 


b= eh + Cl), 
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其 中 C2(t) 为 一 个 只 依赖 于 t 的 任意 函数 . 由 于 By = 一 grad 9, 上 
式 给 出 
—grad wy = ea, 
将 其 代入 (9.41) 即 得 方程 (9.21). 
下 面 证 明 Er 与 B 满足 (9.22) 式 . 利用 公式 (9.40) 和 (9.38) 
式 , 方程 (9.37) 可 改写 为 


rot (tm 十 = 0. (9.44) 
由 引 理 6.2, 存在 使 
rot Er 十 2 = 一 grad vy. (9.45) 
， oB 
但 注意 到 (9.34) 式 , 显然 rotBr + 了 又 是 一 个 模 场 ， 所 以 上 式 右 
端的 W 必 为 调和 函数 : 
一 Ay = 0, 在 人 2 内 . (9.46) 


另外 ， 我 们 指出 ， 利 用 边界 条 件 (9.39) 可 得 
rotEr :n=0, 在 992 上 . (9.47) 
事实 上 ， 对 002 上 任 一 以 1 为 边缘 的 曲面 块 S, 由 斯 托 克 斯 公式 有 
/ 人 rot Er -nds = / Er .dl. (9.48) 


(9.39) 式 说 明 ， 在 6022 上 Er 平行 于 法 向 量 n, 因而 与 切 向 量 正 交 ， 
这 给 出 Br .di = 0. 从 而 ， 由 (9.48) 式 得 


| frotEr nds = 0 


对 9002 上 的 任 一 曲面 块 8 成 立 . 由 8 的 任意 性 即 得 (9.47) 式 . 
由 (9.47) 与 (9.35) 式 ， 我 们 有 


(mm 十 完 ) “n= 二 0, 在 0f2 上 . 
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从 而 由 (9.45) 式 ， 得 到 
00 -0 在 50 上 (9.49) 
On 
由 数理 方程 知识 知 ， 调 和 方程 的 齐 次 诺 依 曼 问题 (9.46) 及 (9.49) 只 
有 (可 依赖 于 t 的 ) 常数 解 . 从 而 由 (9.45) 给 出 (9.22) 式 . 定理 9.1 
证 毕 . 
注 9.1. 为 求解 方程 组 (9.21) 一 (9.26), 除 边 界 条 件 (9.27) 一 
(9.29) 及 初始 条 件 (9.30) 外 ， 还 应 该 给 出 关于 BB 的 初始 条 件 
t=0: B= B,. (9.50) 


因此 , 要 证 明达 尔 文 模型 的 定 解 问 题 与 定理 9.1 中 给 出 的 相应 定 解 问题 
等 价 , 尚 需 说 明 由 问题 (9.33) 一 (9.36) 给 出 的 满足 初始 条 件 (9.50). 
为 此 ， 当 然 应 要 求 Bo 满足 一 定 的 相 容 性 条 件 . 由 (9.33) 一 (9.34) 及 
(9.36) 易 见 ， 这 些 相 容 性 条 件 应 为 


div Bo = 0， 在 内 ， (9.51) 
一 人 Bo = jrotjo， 在 从 内 (9.52) 

及 
(rot. Bo) x n= yjo x n， 在 902 上 ， (9.53) 


其 中 Jo 二 J(0, 2,y,z). 可 以 证 明 ， 只 要 满足 上 述 相 容 性 条 件 ， 问 题 
(9.33) 一 (9.36) 的 解 BB 必 满 足 初始 条 件 (9.50). 
为 证 明 此 ,由 相 容 性 条 件 (9.51) 一 (9.53), 只 要 在 t 二 0 时 证 明 问 
题 (9.33) 一 (9.36) 解 的 唯一 性 ， 即 证 明 当 了 = Bo = 0 时 ， 该 问题 只 
有 平凡 解 五 = 0. 实际 上 ， 此 时 利用 (9.40) 及 (9.34) 式 ， (9.33) 式 
可 以 写 为 
rot rot.B = 0， 在 人 2 内 ， (9.54) 
妈 rotB 为 纵 场 . 但 rotB 又 是 横 场 ， 而 且 由 (9.36) 式 知 ， 它 还 满足 
边界 条 件 
(rotB) x n =0， 在 60 上 . (9.55) 


于 是 由 引 理 9.1 得 
rotB = 0， 在 9 内 ， (9.56) 
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即 互 为 纵 场 . 由 (9.34) 及 (9.35) 式 知 ， B 又 是 横 场 ， 且 满足 边界 
条 件 

B.n=0， 在 00 上 . (9.57) 
由 此 可 得 BB = 0 (参见 第 二 章 引 理 3.1). 


最 后 我 们 指出 ， 在 一 定 条 件 下 ， 达 尔 文 模型 确 为 麦克 斯 书 方程 组 
的 一 个 好 的 近似 . 设 已 、B 与 B? 、 吾 ”分 别 表示 麦克 斯 书 方程 
组 定 解 问题 (9.6) 一 (9.13) 与 达尔 文 模型 定 解 问题 (9.21)- 一 (9.30) 及 
(9.50) 的 解 ， 那 么 深入 的 讨论 可 以 证 明 当 = wl/c 一 0 时 ，E?、 
万 ”在 一 定 意义 下 分 别 趋 向 于 百 、 吾 ( 见 [13]). 而 且 实 际 上 ， 对 电场 
强度 的 纵 场 部 分 而 言 ， 达 尔 文 模型 的 解 给 出 了 原 麦 克 斯 韦 方程 组 解 的 
精确 值 ， 即 BE7 = 羽 ,. 我 们 现在 对 后 一 结论 予以 证 明 . 由 方程 (9.6) 
与 (9.21), 我 们 得 


E 1 1 
容易 看 出 ， eT rotB 与 一-rotB? 都 是 横 场 ; 而 a 与 
t kh 人 Ot 


OE? 
地 均 为 纵 场 ， 且 满足 


€ 


OE OE? 
Ee- XN=E 


ot ot 
这 样 ， 由 引 理 9.1, 有 


xn= 二 0, 在 902 上 . 


dp, _ Op? 


ot Ot 
考虑 到 它们 满足 的 初始 条 件 (9.13) 与 (9.30), 即 得 


Er = E?. 
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习 题 


1. 设 有 一 均匀 分 布 着 电荷 的 无 限 长 直线 ， 其 上 的 电荷 线 密度 ( 即 
单位 长 度 上 的 电荷 量 ) 为 o. 试 求 该 直线 所 形成 的 电场 的 电场 强度 及 
电势 . 

2. 设 有 一 均匀 分 布 着 电荷 的 半径 为 及 的 球面 其 电荷 面 密 度 ( 即 
单位 面积 上 的 电荷 基 ) 为 o. 试 求 该 球面 所 形成 电场 的 电场 强度 及 电 
执 ， 

3. 在 一 场 强 为 Bo (Eo 为 常 向 量 ) 的 电场 中 , 惫 入 一 半径 为 的 
导电 球体 ， 试 导出 球 外 电势 所 满足 的 方程 及 相应 的 定 解 条 件 . 

4. 对 在 所 及 让 处 分 别 置 放 -9 及 二 9 的 点 电荷 所 形成 的 电 侦 
极 子 ， 其 偶 极 矩 m = ql, L = oP. 试 证 明 当 ! 一 0, 4 一 +co, 但 
m 二 ql 保持 不 变 时 ， 此 偶 极 子 产生 的 电场 的 电势 为 


$b(P) = -md ( I ): 
TPoP 


47rsg 


其 中 grad p 表示 关于 PP 点 的 梯度 . 

5. 试 计算 由 习题 4 给 出 的 电 偶 极 子 所 形成 的 电场 的 电场 强度 . 

6， 试 计算 电流 强度 为 了 的 无 限 长 的 直 导 线 所 产生 的 磁场 的 磁 感 
强度 . 

7. 设 一 半径 为 尺 的 圆周 电路 上 的 电流 强度 为 了. 试 计算 在 通过 圆 
心 垂直 于 圆周 所 在 平面 的 直线 上 ， 由 该 圆周 电路 产生 的 磁场 的 磁 感 强 
度 . 

8. 设 在 真空 中 有 一 圆柱 形 磁 场 


27 
> 全 f 
7 当 7>R 时 ， 
B(P) = 2 
5m" 7 < RN 


其 中 7 为 所 考察 点 忆 到 对 称 轴 的 距离 ， 了 及 民 为 常数 ， 而 在 任 一 点 
磁场 的 方向 与 过 该 点 绕 对 称 轴 旋转 的 方向 相同 ， 试 求 激发 这 个 磁场 的 
电流 分 布 . 

9. 设 在 法 线 为 ni 的 平面 上 ， 有 一 电流 强度 为 7 的 环形 电流 ， 其 
方向 与 1 成 右手 系 ， 又 设 该 环形 电流 所 围 的 面积 为 So0, 则 


m= LSo0n 
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称 为 该 环形 电流 的 磁 偶 极 矩 . 斌 证明， 当 50 一 0 ( 环 收缩 到 一 点 )， 
了 T 王 十 00,; 但 n 和 m 一 15o 保持 不 变 时 ， 由 该 磁 偶 极 矩 产生 的 磁场 
的 矢 势 为 

Hom 1 


A(P) 一 本 TO 


其 中 rotp 表示 对 PP 点 的 旋 度 . 

10. 在 自由 电磁 场 的 情况 ,证明 :在 保持 洛 伦 兹 条 件 的 规范 变换 
下 ， 可 使 标 势 恒 为 零 . 

11. 在 各 向 同性 的 导体 中 ， 欧 姆 定律 具有 以 下 形式 


j=0E, 


其 中 o 称 为 电导 率 . 试 证 在 真空 中 导体 的 连续 性 方程 为 


Op oa 
一 十 一 p= 二 0. 
ot + aof 


由 此 证 明 导 体内 的 任何 电荷 分 布 均 随 时 间 的 增加 而 指数 地 衰减 到 零 . 
12. 试 给 出 在 库仑 规范 下 ， 电磁场 的 标 势 $ 与 矢 势 和 所 满足 的 方 
程 . 
13. 试 讨 论 对 静 磁 场 的 矢 势 , 如 何 决定 其 在 媒质 交界 面 上 的 条 件 . 
14. 设 向 基 函 数 BB(z,y,z) = (Bs, By, B,) 在 z 关 0 时 具有 一 阶 
连续 偏 导 数 ， 在 z = 0 时 具有 第 一 类 间断 ， 且 


divB=0, zz0. 
若 已 : 在 := 0 时 连续 ， 试 证 明 存 在 连续 向 量 函 数 4(z,y2z) 使 
B= rotA. 


15， 对 媒质 中 的 电磁 场 ， 推 导 其 电磁 动量 密度 向 量 及 电磁 动量 流 
密度 张 量 的 表达 式 (7.47) 及 (7.48). 


参考 文献 
[1] 曹 昌 禄 . 电动 力学 . 北京 ， 人 民 教 育 出 版 社 ， 1962 


77 


参考 文献 
[2] 杰克 示 J DD. 经 典 电动 力学 (上 册 ). 朱 培 移 译 . 北京 : 人 民 教 育 出 
版 社 ， 1979 


[3] 严 济 慈 ， 电磁 学 , 北京 高 等 教育 出 版 社 ， 1988 
[4] 谷 超 党 李 大 潜 等 ， 数 学 物理 方程 上海, 上 海 科学 技术 出 版 社 ， 
1987 


5| 谷 超 守 ， 李 大 潜 ， 沈 玮 跟 . 应 用 偏 秽 分 方程 . 北京 : 高 等 教育 出 版 
社 ， 1993 


[6] 谷 超 稼 .， 正 对 称 型 方程 组 理论 的 一 些 发 展 和 应 用 . 数学 论文 集 ， 
复旦 大 学 数学 研究 所 ， 1964. 42~58 
[7] 李 大 潜 等 . 有 限 元 素 法 在 电 法 测 间 中 的 应 用 . 北京 : 石油 工业 出 
版 社 ， 1980 
[8] 李 大 潜 等 。 自 共 罗 桶 园 型 方程 具有 半 值 面 边 界 条 件 的 边 值 问 题 
(也 、(I). 复旦 学 报 . 1 (1976), 61~71; 3-4 (1976), 136~145 
[9] 柯 朗 RR, 希 尔 伯 特 D. 数学 物理 方法 , 卷 [I. 能 振 翔 ， 杨 应 展 译 . 
北京 ， 科 学 出 版 社 ， 1981 
[10] 陈 恕 行 。 偏 微分 方程 概论 . 北京 : 人 民 教 育 出 版 社 ， 1981 
11] Bers L, John 下 , Schechter M. Partial Differential Equations. 
New York: Wiley-Interscience，1964 
12] Damlamian A, Li Ta-tsien. Boundary homogenization for el- 
liptic problems. J. Math. Pures et Appl., 66 (1987). 351~361 
[13] Degond P, Raviart PA. An analysis of the Darwin model 
of approrimation to Mazxwell’s equations. Forum Math., 4 
(1992). 13~44 
[14] Friedrichs K O. Symmetric hyperbolic linear differential 
equations. Comm. Pure Appl. Math., 7 (1954). 345~392 
[15|] Hewett D W, Nielson C. A maultidimensional quasineutral 
plasma simulation model. J. Comput. Phys., 29 (1978). 
219~236 
[16] Hewett D W, Boyd J K. Streamlined Darwin simulation of 
nonneutral plasmas. J. Comput. Phys., 70 (1987). 166~181 
[17] Li Ta-tsien. A class of non-local boundary value problems for 
partial differential equations and its applications in numeri- 
cal analysis. Journal of Computational and Applied Mathe- 
matics, 28 (1989). 49~62 


78 第 一 章 ”电动 力学 


[18] Nielson C W, Lewis H R. Particle code models in the non- 
radiative limit. Methods of Computational Physics, Vol.16, 
367~388. New- York: Academic Press, 1976 

[19] 费 曼 R P, 莱 登 R B, 桑 效 M. 费 曼 物理 讲义 , 第 二 卷 ， 王子 辅 
译 . 上 海 ， 上 海 科 学 技术 出 版 社 ， 1981 

[20] 麦克 斯 书 J C. 电磁 通论 . 戈 革 译 . 武汉 : 武汉 出 版 社 ， 1992 


第 二 章 ”流体 力学 


81. 理想 流体 力学 方程 组 


1.1. 预备 知识 

在 本 节 中 ， 我 们 将 对 理想 流体 建立 其 动力 学 方程 组 所谓 理想 流 
体 , 是 指 忽 略 粘性 及 热传导 的 流体 . 实际 的 流体 ,通常 总 是 有 粘性 及 热 
传导 的 , 在 下 一 节 中 将 进一步 加 以 讨论 . 必须 指出 , 理想 流体 在 很 多 傅 
况 下 ， 是 一 个 合理 的 近似 . 例如 ， 在 研究 飞行 器 周围 的 流 场 分 布 时 ， 
除 飞 行 吉 表面 附近 一 薄 层 中 通常 必须 考虑 粘性 及 热传导 的 影响 外 ， 在 
流 场 中 其 余 的 部 分 均 可 假设 为 理想 流体 来 进行 讨论 ， 即 使 对 整个 流 场 
均 假 设 为 理想 流体 , 也 可 得 出 相当 合理 的 结果 . 因此 ,对 理想 流体 的 讨 
论 , 不 仅 具 有 理论 上 的 重要 意义 ,而 且 具 有 实际 上 的 重大 价值 . 此 外 ， 
这 里 所 讨论 的 是 可 压缩 的 流体 ， 即 气体 或 在 高 压 下 的 液体 .对 不 可 压 
缩 流体 (在 常 压 下 的 流体 ) 的 讨论 ， 也 将 在 下 一 节 中 进行 . 

我 们 用 4 二 (Wi, U2, Us) 及 p, p, 了 等 来 描述 流体 的 状态 (运动 状 
态 及 热力 学 状态 ). 在 不 定常 运动 的 情形 ， 它 们 都 是 时 间 t 及 位 置 的 币 
卡 儿 坐标 2 二 (Z1 72, 73) 的 函数 . 现 将 其 意义 分 别 说 明 如 下 . 

WW 为 速度 向 量 , 这 是 指 流 体 微 元 的 宏观 运动 速度 ， 不 是 指 个 别 流 
体 分 子 的 不 规则 运动 速度 . 这 样 ， 若 有 过 点 2 = (21, Za,Z3s) 的 面积 和 
元 d9, 其 单位 法 向 量 为 n, 则 在 时 间 区 间 [t,t 十 dt 内 沿 nn 方向 流 过 
dS 的 流体 体积 ; 

u(t, ¥) .ndSdt. (1.1) 

P 为 质量 密度 , 即 单位 体积 流体 的 质量 . 这 样 , 在 时 间 区 间 [t,t 十 dd 

内 沿 ?2 方向 流 过 d9 的 流体 质量 为 


plt, Tu(t, £) :ndSdt. (1.2) 


我 们 称 pu 为 质量 流向 量 . 由 上 述 可 知 ， 在 单位 时 间 内 ， 沿 任何 方向 
nh 流 过 垂直 于 n 的 单位 面积 的 流体 质量 为 pu :nn. 
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PU 又 称 为 动量 密度 向 量 , 即 单位 体积 流体 的 动量 . 在 时 间 区 间 
此 二 十 Qt 中 沿 n 方向 流 过 d5 的 流体 动量 为 


pu(u:n)dSdt = p(w ® undsSdt, (1.3) 


其 中 wu @ 4 为 速度 向 量 的 张 喇 积 ， 即 


0 U2 UIU3 
UBDU=| wu WB vus |,， 
U3U1 Usu2 


而 (ww @ 4)n 表示 矩阵 4@ 与 向 其 mn 按 普通 意义 下 的 乘法 , 下 同 ， 
称 pu @ 亿 为 动量 流 张 量 . 

Pp 为 压强 , 即 作 用 在 单位 面积 上 的 流体 压力 ， 其 方向 垂直 于 该 面 
让， 这 是 由 于 忽略 了 流体 的 内 摩擦 (粘性 ) 的 缘故 、 在 各 向 同性 的 假设 
下 ， 在 过 同一 点 具 不 同 法 线 方向 的 单位 面积 上 ， 所 受 的 压力 大 小 均 相 
等 . 这 里 所 谓 各 向 同性 , 是 指 流体 的 物理 性 质 不 与 任何 特殊 的 预先 给 定 
的 空间 方向 有 关 . 通常 的 流体 均 能 满足 这 一 性 质 . 这 样 ， 面 积 微 元 dS 
受到 其 单位 法 向 其 ?2 的 正 向 一 侧 的 流体 压力 为 


一 D72d.9， (1.4) 


其 中 负 号 表示 是 压力 . 
了 为 绝对 温度 . 根据 热力 学 知识 ， 一 切 描述 热力 学 状态 的 量 中 只 

有 两 个 是 相互 独立 的 . 因此 ， p, p 及 人 这 三 个 热力 学 量 之 间 有 一 个 
确定 的 函数 关系 式 

p= flp,7). (1.5) 
对 不 同 的 流体 , 它 具 有 不 同 的 形式 . (1.5) 式 称 为 流体 的 状态 方程 . 特 
别 ， 若 状态 方程 可 写 为 

p= RpT, (1.6) 


则 称 为 理想 气体 , 其 中 尽 为 一 个 正常 数 . 

下 面 再 引入 一 个 热力 学 量 ， 以 e 表示 单位 质量 流体 的 内 能 , 即 由 
流体 分 子 的 不 规则 热 运动 所 具有 的 动能 以 及 由 于 分 子 间 相 对 位 置 所 决 
定 的 势能 的 总 和 . 对 理想 气体 , 可 以 证 明 它 的 分 子 间 没 有 相互 作用 ， 因 
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而 没有 分 子 势能 ， 而 其 内 能 只 和 温度 有 关 ， 即 e 只 是 了 的 函数 .特别 
若 成 立 
C 一 cy， (1.7) 

其 中 cv 为 一 正常 数 ， 称 为 定 容 比 热 , 就 称 气体 为 多 方 (polytropic) 
气体 

流体 的 能 其 由 内 能 及 宏观 动能 两 部 分 组 成 ,因此 pe 十 雪 pu2 为 能 
量 密度 , 即 单位 体积 中 流体 的 能 量 ， 其 中 刀 = 好 十 位 十 吗 . 这 样 ， 
在 时 间 区 间 [t,t 十 dt] 内 沿 n 方向 流 过 d5 的 流体 能 基 为 


(pe 十 3pu)u .ndSdt. (1.8) 

我 们 称 (pe 十 3pu2)w 为 能量 流向 量 . 

1.2. 理想 流体 力学 方程 组 

对 于 理想 流体 ， 根 据 在 运动 过 程 中 应 满足 的 质量 、 动 其 及 能 基 守 
恒定 律 ， 就 可 推导 出 理想 流体 动力 学 的 基本 方程 组 . 

1) 质量 守恒 定律 

在 所 考察 的 区 域 中 任 取 一 光滑 的 闭 曲 面 了 其 所 围 的 区 域 记 为 (2. 
根据 质量 守恒 定律 ,在 时 间 区 间 所 , 刀 ] 内 ,区域 2 中 流体 质量 的 增加 


/pdamjdz- oajdz 


(其 中 dz = dzldzodzs), 应 等 于 在 此 段 时 间 内 经 过 边界 厂 流 入 人 2 中 
的 流体 的 质量 ， 而 后 者 ， 根 据 (1.2) 式 应 为 


-/ fpu.ndsdt. 
ti I 


这 样 ， 质 量 守 人 恒 律 可 写 为 如 下 的 积分 形式 ， 


/ol 2) — plti,z 一 z=-/ /mu ndSdt, 


vn, va, (1.9) 
在 所 考察 的 函数 连续 可 微 的 条 件 下 ， 由 格林 公式 ， 上 式 可 改写 为 


t2 
[ 人 (要 十 div( (9) dxdt = 0, v0, Vlt, tol. 
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,由 到 及 让 ,如 ] 的 任意 性 及 被 积 函 数 的 连续 性 ， 就 得 到 质量 守 


于 是 
吾 定律 的 微分 形式 如 下 : 


Op . 
一 0. 1.10 
ee div (pu)=0 (1.10) 


这 通常 称 为 连续 性 方程 . 

这 儿 及 今后 要 注意 的 是 ， 只 有 在 有 关 状 态 函 数 为 连续 可 微 的 前 提 
下 ， 微 分 形式 的 守恒 律 方 程 林 有 意义 .而 在 这 些 状态 函数 的 连续 可 微 
性 不 具备 的 情形 (对 应 于 气体 动力 学 中 的 激 波 , 无论 在 理论 上 还 是 应 用 
上 ， 这 恰恰 是 最 为 重要 的 情形 ), 相应 的 积分 形式 的 守恒 律 方程 还 是 有 
意义 的 ， 且 这 构成 一 切 进一步 讨论 的 出 发 点 (参见 84). 

2) 动量 守恒 定律 

根据 动 其 守恒 定律 ， 在 时 间 区 间 [ti,t2] 内 区 域 2 中 流体 动量 的 
增加 基 

put md — | pulti x)de 

应 等 于 在 此 段 时 间 内 经 过 边界 本 流入 12 中 的 流体 的 动量 ， 再 加 上 此 
段 时 间 内 作用 在 人 2 上 的 力 的 冲 量 .其 中 前 者 ， 由 于 (1.3) 式 应 为 


t2 
到 folu ® wndsat: 
而 后 者 由 作用 在 (2 上 的 体积 力 所 构 成 的 冲 量 及 作用 在 f2 的 边界 三 上 


的 表面 力 所 构 成 的 冲 基 这 两 部 分 组 成 . 设 体积 力 密度 , 即 单位 质量 流 
体 所 受 的 外 力 ， 为 Flt, 2), 那么 冲 量 的 第 一 部 分 为 


广 / pFdzxdt: 
t1 02 
而 作用 在 全 上 的 表面 力 只 有 0 外 的 流体 对 它 的 压力 ， 故 由 (1.4) 式 知 
冲 基 的 第 二 部 分 为 

S| /pndsdt 

ti I 
这 样 ， 动 其 守 恒定 律 可 写 为 如 下 的 积分 形式 ， 
| (pulta, 2) ~ pulti z))dz 


= - 人 、 plu ® undsadt 
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to ta 
- / / pndSdt + / / pFizdt, 
t1 I ti 他 


v0, vti, tal. (1.11) 


在 所 考察 的 函数 连续 可 微 的 条 件 下 ， 由 格林 公式 ， 上 式 可 写 为 


人 0 Wdzdt = — [ A div (pu ® u +pDdzdt 


t2 
+ 人 人 pFdzdt， VOVtvta], (1.12) 


其 中 了 为 二 阶 单位 张 量 . 由 上 式 ， 利 用 被 积 函数 的 连续 性 以 及 人 2 与 
[t,t2] 的 任意 性 ， 即 得 动量 守恒 定律 的 微分 形式 如 下 ， 


KEW +div (pu Bu tpD = ph, (1.13) 
或 写成 分 量 的 形式 为 
立 3 0 | 
7 (Pui) + 2 Fpupui + pni) = ph (i=1,2,3), (1.14) 
k=1 OTE 


其 中 Oki 为 克 罗 内 克 (Kronecker) 记号 . 
这 儿 指 出 ,利用 连续 性 方程 (1.10) 可 将 上 述 方程 的 形式 化 简 ， 得 


到 
Ou; 3 Ou 10Op . 
1 Uk Dy tor (i = 1,2,3), (1.15) 
或 写 为 
du ladp=F 
a + seradp = (1.16) 
其 中 
d 0 < 0 
下 二 Eo (1.17) 


表示 固定 流体 质点 (而 不 是 空间 点 0) 时 对 的 导数 . 事实 上 , 由 于 对 任意 
固定 的 流体 质点 的 运动 规律 Zk = Zh(t) (k = 1,2,3) 成 立 Z(t) = up 
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(k = 1,2,3), 于 是 在 固定 流体 质点 时 ， 一 函数 有 (t,x) 关于 的 导数 


d 8f BF 
Bf) = + 
af of 


方程 (1.15) 或 (1.16) 通常 称 为 欧 拉 (Euler) 方程 . 它 与 (1.14) 
不 同 ， 不 具有 散 度 型 的 守恒 律 形式 . 
3) 能 量 守恒 定律 
根据 能 基 守 恒定 律 ， 在 时 间 区 间 内 ,如 | 内 区 域 [2 中 流体 能 量 的 
增加 基 
(oe 十 sow)(ts, Z)dqz 一 (ee 十 5pua)(t zjdz 


应 等 于 在 此 段 时 间 内 经 过 边界 古 流入 12 中 的 流体 的 能 量 ， 再 加 上 此 
段 时 间 内 作用 在 2 上 的 力 所 作 的 功 . 由 (1.8) 式 知 ， 前 者 应 为 


t2 1 
-人 /ee 十 5PU )u .ndSdt. 
而 后 者 则 应 由 两 部 分 组 成 : 第 一 部 分 为 作用 在 2 上 的 体积 力 所 作 的 功 


t 
[|/ pF udzdt; 
ti 02 


而 第 二 部 分 为 作用 在 厂 上 的 表面 力 (此 时 为 2 外 的 流体 对 它 的 压力 ) 
所 的 作 功 ， 由 (1.4) 式 应 为 


t2 
-/ /pu ndsdt. 
于 是 能 其 守 恒定 律 可 写 为 如 下 的 积分 形式 ， 
] 
/or 十 Fo), 2)dz 一 /ce 十 OU ) 人 ta， 2)dz 
四 t2 1 2 t2 
二 人 fpet 50u )u-.ndsat—/ /pu ndsdt 


t2 
+ 人 A pF udzdt, VA,Vlti,tal. (1.18) 
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在 有 关 函 数 连续 可 微 的 假设 下 ， 利 用 格林 公式 ， 上 式 可 改写 为 


to fr 0 1  。 
-一 二 dt 
人 | Fet im )dz 
t 
一 -/ |/ div ((pe + Lpu? + p)u)dzdt 
tl 02 2 


t2 
+/ pF udzdt, V02, Vti, ta]. 


于 是 利用 f2 与 由, 妇 ] 的 任意 性 以 及 被 积 函数 的 连续 性 ， 由 上 式 可 得 
能 基 守 恒定 律 的 微分 形式 如 下 : 


(pe 十 pu) 十 div((poe 十 ou +p)u)=pF.u. (1.19) 
利用 连续 性 方程 (1.10), 上 式 可 简化 为 如 下 的 形式 : 
poe 十 ) 二 ou: grad(e 十 二 div (pu) = pF.u, (1.20) 
2 
或 
Se 十 二 和 ) 十 div (pu) = 0 五 .tu (1.21) 


d 
其 中 也 的 意义 见 (1.17) 式 . 注意 到 


div (pu) = pdiv wu + wu gradp 


d 2 
及 于 (本 ) 一 : 地 ,利用 欧 拉 方 程 (1.16), 可 将 (1.21) 式 改写 为 
pe + pad 0. 
Pir pdilv 1 = (1.22) 


又 注意 到 连续 性 方程 (1.10) 可 写 为 


dp 
a fF pdiva = 0， 


(1.22) 式 又 可 进一步 改写 为 


de 7p dp 
下 一 态 pa = 0. (1.23) 
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上 面 得 到 的 质量 、 动 量 及 能 量 守恒 方程 共有 五 个 . 我 们 可 取 , 例如 
说 , & = (ui tz, U3), Pp 及 了 为 未 知 函数 ,并 利用 状态 方程 p = f(p, 了) 
及 相应 的 e = e(p, 了), 而 构成 一 个 封闭 的 偏 微分 方程 组 ， 它 在 连续 可 
微 的 流 场 中 有 效 ， 这 是 一 个 含 四 个 自 变数 (t, XT1, XY2, 7T3) 及 五 个 未 知 
函数 的 一 阶 拟 线性 偏 微分 方程 组 . 对 这 一 方程 组 的 研究 ， 特 别 是 有 关 
其 间断 解 (以 激 波 为 原型 ) 的 研究 ,迄今 为 止 一 直 是 一 个 十 分 重要 的 课 
题 . 1986 年 美国 国家 研究 委员 会 (National Research Council) 等 
单位 对 数学 发 展 提出 的 六 个 重点 课题 中 ， 有 一 个 即 为 “ 非 线 性 双 曲 守 
恒 律 组 ”( 参 见 [11]). 

下 面 我 们 说 明 ， 在 连续 可 微 的 流 场 中 ， 能 量 守恒 方程 (1.23) 可 改 


写 为 如 下 简单 的 形式 : 
dS _ 


证 = (1.24) 
即 
OS 
到 十 gradS = 0. (1.25) 
这 里 5S 是 单位 质量 流体 的 焙 , 由 
dS = (de + pd7) (1.26) 


确定 . 其 中 7 为 流体 的 比 容 , 即 单 位 质量 流体 的 体积 ， 显然 有 7 一 > 
(1.24) 式 表示 在 连续 可 微 流 场 中 炉 S 在 任 一 固定 的 质点 上 保持 为 党 
数 .这 与 流体 是 理想 流体 的 假设 是 一 致 的 . 但 这 一 事实 仅 在 连续 可 微 
流 场 中 才能 成 立 ， 在 流 场 有 间断 的 情况 ， 质 点 越过 间断 ( 激 波 ) 时 娄 
增加 (参见 84). 


(1.24) 式 的 证 明 以 p= = 代入 (1.23), 得 
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这 样 便 证 明了 (1.24) 式 . 


(1.24) 或 (1.25) 式 在 连续 可 微 的 流 场 中 (也 仅 限于 此 0 可 用 来 代 
蔡 能 基 守 恒 方程 . 此 时 在 流体 动力 学 方程 组 中 宜 采用 4 二 (Wi, ua 43)， 
P 及 S 作为 未 知 函 数 ， 并 利用 形 如 了 = f(p, SS),e = e(o,9) 等 形式 
的 状态 方程 . 

特别 对 多 方 气体 ， 状 态 方程 具有 如 下 形式 


p= A(S)p, (1.27) 


其 中 


AS) = 0 -Vom (Sm), (1.28) 


这 里 7 > 1 为 一 常数 , 称 绝热 指数 , 而 5o 也 为 常数 . 对 于 常见 气体 ， 
YY 之 值 在 1 与 3 之 间 ; 对 于 空气 ， = 1.4， 对 多 方 气体 ， 粹 方程 
(1.25) 可 写 为 3 
p Pp 
Rm) 十 也 ， grad (万 ) =0. (1.29) 
这 时 ， 又 宜 十 采用 4% 二 (Wi, U2, U3), p 及 p 为 未 知 函 数 ， 而 利用 形 如 
e = e(p,p) 的 状态 方程 


1.3. 理想 流体 力学 方程 组 的 数学 结构 
现在 我 们 说 明 ， 理 想 流体 力学 方程 组 可 写 为 一 阶 拟 线性 对 称 双 曲 
组 的 形式 . 
为 此 ， 先 将 欧 拉 方程 ( 动 其 守恒 定律 ) (1.15) 改写 为 
Ous; Ou; Op 


3 
p Ff 二 Our 十 Br, = ph (i= 1,2,3), (1.30) 


并 将 粹 守信 方程 (1.25) 写 为 
O05 3 O9 


利用 状态 方程 p = p(p, 9), 又 记 
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这 里 c 为 局 部 音速 , 质量 守恒 方程 ( 见 (1.10)) 
3 Dukr 
就 二 和 t+ p> 1 OTk 

可 利用 (1.31) 式 改 写 为 


Op {Op Op 3 
A 2 5 


即 
Op Op SO 
Ot 下 2 “oz 十 A 和 Dr ’ 
查 0 
1 op | Oux Up Op 
dd -一 一 0. 1.32 
pe? Ot + 二 下 1 Oxk + pe? OTk ( ) 


这 样 ， 振 以 (Wu1, U2, U3, D， 人 S) 为 未 知 函数 ， 将 上 述 方 程 按 动量 守恒 
方程 (1.30) 、 质 量 守恒 方程 (1.32) 及 焙 守 便 (能 量 守恒 ) 方程 (1.31) 
的 次 序 排列 ， 此 方程 组 可 写 为 如 下 的 矩阵 形式 : 


其 中 ， U = (U1, U2, U3, D， SS), 


p00 0 0 

0 p 0 0 0 
Ao = 00p 0 0 上 |， 

0 0 0 prlc- 0 

0 0 0 0 1 

pu1 0 0 1 0 

0 pu 0 0 0 
Ai 一 0 0 OU1 0 0 ， 

1 0 0 wp-lie? 0 

0 0 0 0 U1 
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pu 0 0 0 0 

0 pouz 0 1 0 
A。 = 0 0 pus 0 0 上 

0 1 0 wp!lic? 0 

0 0 0 0 U2 

pa 0 0 0 0 

0 pus 0 0 0 
43 = 0 0 pus 1 0 | ， 

0 0 1 wp!lic? 0 

0 0 0 0 U3 


而 
C= (pHi, pF2, pFs, 0, 0) 


在 p > 0 ( 即 不 出 现 真空 ) 的 范围 内 ， 4o 为 对 称 正定 阵 ， 41, Ao 及 
As 均 为 对 称 阵 .因此 方程 组 (1.33) 是 一 个 一 阶 拟 线性 对 称 双 曲 型 偏 
微分 方程 组 . 

一 阶 拟 线 性 对 称 双 曲 组 (1.33) 可 提出 柯 西 问题 : 在 t > 0 时 求 
该 方程 组 的 解 ， 使 其 满足 初始 条 件 


t=0: U = Ta(zi za £3), : (1.34) 


这 里 VU?(z1, za, 7s) 为 事先 给 定 的 向 量 函数 . 在 UO(z1, x2, z3) 足够 光 
滑 的 假设 下 , 可 以 证 明 该 问题 的 解 (在 局 部 的 时 间 范 围 0<&t&6 (6 > 0) 
中 ) 的 存在 唯一 性 . 对 方程 组 (1.33), 也 可 以 如 同 第 一 章 85 所 述 那 样 ， 
提出 相应 的 初 - 边 值 问题 . 

方程 组 (1.33) 是 从 守恒 律 的 微分 形式 出 发 推导 出 的 ， 它 只 在 连续 
可 微 的 流 场 中 有 意义 . 但 由 于 有 间断 的 流 场 通常 可 以 由 一 些 连 续 可 微 
的 流 场 拼接 而 成 ， 利 用 这 种 方程 组 来 间接 地 构造 问题 的 间断 解 仍 是 有 
意义 的 . 至 于 对 间断 解 的 直接 构造 ， 则 要 借助 于 积分 形式 的 守恒 律 或 
相应 的 散 度 形式 的 守恒 律 方程 组 ， 从 数值 计算 及 理论 研究 的 角度 ， 如 
果 能 够 使 得 散 度 形式 的 守恒 律 方程 组 同时 又 是 对 称 双 曲 型 方程 组 ， 即 
使 得 具 散 度 形式 的 守恒 律 方程 组 


00) 


k=1 zy 


1 CA(V) (i=1,...,5), (1.35) 
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其 中 六 = (v1,V2,V3, V4 V5)7 为 未 知 函 数 ， 其 展开 的 形式 


5 OGi(V) Ov 


2 Ov 5 


l=1 


3 .5 Ge(V) ) Ov 
+ 2 > Ov OXk 加 CV) 


k=1 l=1 
(i = 1,...,5) (1.36) 


同时 为 对 称 双 曲 组 ， 即 


(CD sawaaes 
人 


Gt(V 
Gm (k 二 1,2,3) 为 对 称 阵 
ol 

则 将 会 带 来 一 定 的 方便 . 

对 理想 流体 力学 方程 组 ,有 没有 可 能 通过 选取 和 ==(vV1,V2,V3,V4,V5)T 
为 U1,; U2, U3,P 及 9 的 适当 的 组 合 或 函数 ， 来 实现 这 一 要 求 ， 是 一 个 
有 趣 的 研究 课题 . 这 一 问题 在 20 世纪 60 年 代为 苏联 数学 家 戈 都 诺 夫 
(C. KK. Godounov) 所 解决 ( 见 [10] 及 其 中 的 参考 文献 ). 美国 数学 家 
弗 里 德里 克 斯 (K. O. Friedrichs) 与 拉克 斯 (P. D. Lax) 等 也 对 此 进 
行 了 研究 ( 见 [8] 和 [9]). 下 面 我 们 对 这 一 问题 作 进一步 的 讨论 . 

我 们 从 守恒 律 形式 的 方程 组 (1.10) 、 (1.14) 及 (1.19), 即 

Op 3 0 

到 + 之 Br (ut) = 0， (1.37) 

0 3 0 . 

FP 十 之 ,Ba OY +p6x)=0 (i=1,2,3), (1.38) 


0 3 0 1 
(pe +3 39) + 2 Bai (Pt or tp)us) =0 (1.39) 


出 发 . 这 里 为 简单 计 ， 假设 五 = 0. 利用 连续 性 方程 (1.37), 灶 字 恒 方 
程 (1.31) 可 写 为 如 下 的 守恒 律 形式 


By 09+ 二 玫 -(p5un) = 0， (1.40) 


其 中 p5 为 单位 体积 流体 的 炉 ， 而 pSwu 则 称 为 精 流 向 量 ， 
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现在 设法 引进 新 的 未 知 函 数 Y = (20， 171， v2, v3, Va)™ (这 里 为 方便 
计 ， 将 分 量 的 下 标 从 零 开 始 ), 将 方程 组 (1.37) 一 (1.39) 化 为 如 下 形式 
的 守恒 律 组 


一 一 04 1.41 
5 四 + 全 0, 1 ( ) 


其 中 LI 表示 万 关于 vi 的 偏 导数 (7 二 0, 1, 2, 3). 将 方程 组 (1.41) 
写 为 (1.36) 的 形式 ， 易 见 


0G; 
( 香 ) (La) ) 
( 委 ) 一 (2,) ? k= 1, 2,3. 
l 


显然 ， 若 能 找到 (1.41) 形式 的 守恒 律 组， 由 于 以 上 和 矩阵 都 是 对 称 阵 ， 
只 要 ( Za) 为 正定 ， 即 函数 LO(V) 是 严格 凸 的 ， 则 (1.41) 即 为 守恒 
律 形式 的 阶 对 称 双 曲 组 . 
由 前 几 段 的 讨论 知 ， 箭 守恒 律 方程 (1.40) 在 连续 可 微 流 场 中 可 由 
守恒 律 组 (1.37) 一 (1.39) 推出 ,仔细 考察 以 上 推导 过 程 ， 可 以 看 出 ， 
存在 因子 v0, V1, v2, V3, v4 使 


“(# 十 > Bz Pu) ) 
十 > vi (# (pui) + 二 过 -ut + pi 


0 1 1 
+va Gerri )+ 志 起 pz ((Pe + ap + pw) 


三 (05)+ DoSu) (1.42) 
其 中 
vo = etpep Ses 
és 


Ui ，， 1 
vi = (i=1,2,3), w=—. . 
a ) = 二 (1.43) 
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这 里 e = e(p, 5S) 视 为 p 及 S 的 函数 . 实际 上 ,我 们 很 容易 由 站 的 表 
达 式 (1.43) 直接 验证 (1.42) 式 的 正确 性 . 记 


3 
1 
I? = vop 十 Dvipui + va(pe+ 本 OU ) 一 09， (1.44) 


i=1 


Le 


3 
VOPUE 十 2 vi (Pug Us 十 poki) 


“一 | 


1 
十 v4 (pe 十 0 十 DJ — pSur, k= 1,2,3. 


(1.45) 
利用 Y 的 表达 式 (1.43), 容易 验证 
3 1 2 
vodp + > vid(pui) + vad(pe+ 20 ) = d(p5), (1.46) 
2=1 
故 由 (1.44) 式 得 到 
2 1 
d 太 = pdvo + puidv; 十 (pe 十 530 )do4， (1.47) 
i=1 
类 似 地 ， 有 
; 3 
dL” = pukdoo 十 > (pukai + pOki) dus 
i=1 
1 
十 (pe 十 OO +p)urdva, k= 1,2,3. (1.48) 


以 上 两 式 说 明 
Loo=p, Lo=pu (i=1,2,3), Lo = 1 2 
vo ? vi 了 40) va ™— Pe+ AU (1.49) 
及 


Le 一 PUk, LE 一 pugus + pOks (@ 一 1, 2， 3)， 
1 
k 
Lu = (pe 二 50 + pu (k= 1,2,3). (1.50) 
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这 样 ， 方 程 组 (1.37) 一 (1.39) 即 可 写 为 如 下 形式 ; 


0 


0 Ls 1.51 
twt 二 下 ( ) 
ro | 区 -0 (=1,2,3), (1.52) 
ot 如 a ”0 
一 1. 
去 2 + pt (1.53) 


这 就 是 形 如 (1.41) 的 守恒 律 方 程 组 . 
上 面 引 进 的 V0,901,v2,vV3,V4 及 59, 六 2, 13 可 以 利用 热力 学 关 
系 式 写 为 比较 简单 的 形式 .事实 上 ， 由 (1.26) 式 有 


de = TdS+ 万 dp (1.54) 


所 以 
es =T,， e,= 二 . (1.55) 


这 样 ， 由 (1.43) 式 给 出 的 Y 可 写 为 
et+pes 一 了 9 — jw 


vo 一 一 元 2 一， (1.56) 
Us . 1 
vi 三 一 三 (2 一 1,2, 3), V4 二 ya (1.57) 
再 由 (1.44) 及 (1.45) 式 ， 就 有 
p p 
三 一 一 L*= -A (k= 1,2,3). (1.58) 


下 面 说 明 Lo°(V) (或 一 0) 关于 V= (Vo, V1, v2, V3, V4)T 的 严格 
凸 性 . 

对 于 所 讨论 的 理想 流体 ， 我 们 假定 其 内 能 e 视 为 了 及 S 的 函数 
e(7, 3) 是 严格 凸 的 (这 个 假定 的 合理 性 见 附 录 二 ), 即 矩 阵 


CT CrS | (1.59) 


crS CSS 
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是 正定 的 . 对 T, S 及 e 作 勤 让 德 (Legendre) 变换 ( 见 附录 二 ), 由 惑 
让 德 变换 的 性 质 知 rer 十 Ses 一 e 是 ei 与 es 的 严格 是 函数 .这样 


1 
Ter 十 es 十 了 人 — e(= Two) (1.60) 


就 是 €r, €5, U1, U2, U3 的 严格 凸 函 数 ， 从 而 也 是 —€r, €5, Ul, U2, Us 
的 严格 凸 函数 . 


引 理 1.1. 设 
L= Lt,é1,..:,én) (1.61) 
为 其 变 元 的 严格 凸 画 数 ， 且 Zeo < 0. 则 由 (1.61) 式 确定 的 函数 
é0 = 0(L,&1,.…, én) (1.62) 
也 是 其 变 元 的 严格 凸 函 数 . 


证 明 ”为 书写 简单 起 见 ， 只 对 n = 1 的 情况 给 出 证 明 . 将 上 = 
L(éo( 荆 ,所 ), 据 ) 两 边关 于 工 与 求 二 阶 偏 导数 ， 可 得 


O02éo Oo 2 
-0 一 _L 一 0 工 
aL2 oo (3 2 / é€0) 
Oo Oéo Oo Oéo 
OLOE 一 -zos 御 aL ac 十 元 £0é1 痪 | /Le,, 
D260 Eo Oo 
02 一 -io 03 + “Hea Fer 十 Lae /Ls 


由 了 三 L(&0,&1) 的 严格 西 性 , 有 Leoeo > 0 及 LeogoLee 一 下 >0. 
再 注意 到 Ze < 0, 由 以 上 诸 式 立即 得 到 a go 


37> > 及 
06 0 
| BL B708 
Fé Fé 
Ba0L Be? 


Do 
人 3 (Leas — Tea) >0. (1.63) 
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这 就 证 明了 引 理 . 
因为 
2 (Tw) 一 -7T<0 (1.64) 
DO( 一 er) 
由 引 理 1.1 易 知 ， 一 er 一 了 为 


1 
—T vo 二 € 十 pep— TS— 5 ， U1, U2, U3, ES 一 7 
的 严格 凸 函 数 . 


引 理 1.2. 设 函 数 上 (&0, 6 名) 关于 其 变量 &0 (> 0), 6 
如 为 严格 凸 的 ， 则 


1 
M = ~—L(éo,€1,. ,én) (1.65) 
Co 
关于 变量 1 : < 
1 n 
一 一) 一 一 二 一 1.66 
” 6o 0 " &0 (1.66) 
是 严格 凸 的 ， 


这 个 引 理 的 证 明 作为 练习 留 给 读者 . 
前 面 已 经 证 明 ， 了 为 一 了 V0, Ui, U2, 3) 人 的 严格 凸 函 数 ， 利 用 引 
理 1.2, 我 们 知道 ， 示 为 变 元 一 v0; 取 , 灾 ,加 ,二 的 严格 凸 函 数 ， 即 
为 变 元 
e 十 pep — TS 一 3 U1 U2 us 1 
T "TT TT 
的 严格 凸 函数 , 从 而 也 是 由 (1.56) 与 (1.57) 式 给 出 的 V6, V1, V2, V3, ua 
的 严格 凸 函数 .这 就 证 明了 我 们 的 结论 . 
这 里 指出 ， 由 形 如 (1.41) 的 守恒 律 方程 组 ， 可 以 得 到 另 一 个 附加 
的 守恒 律 


(1.67) 


+ (Dol) =0 (1.68) 
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容易 验证 ， 上 式 就 是 炉 守 伍 律 方程 (1.40). 
此 外 ， 由 L0 及 其 关于 新 未 知 函数 Y 的 偏 导数 的 表达 式 (1.44) 
及 (1.49) 以 及 我 们 已 经 证 明 的 9 关于 VV 的 严格 凸 性 ， 可 以 看 出 ， 
v0; V01; V2,V3, V4 及 下 恰 为 原 未 知 函 数 p, pui, pua, pus, (pe 十 #3pu?) 
及 pS 的 勒 让 德 变 换 . 
最 后 ， 我 们 讨论 一 般 的 守恒 律 方程 组 


R(T 
一 -一 .6 
2 = 0， (1.69) 
其 中 世 = (wy ,Un)"，B* = ( 夺 ,… 所) 了 (k = 1,2,3). 对 于 这 
个 方程 组 ， 我 们 下 面 给 出 能 够 通过 引入 新 的 未 知 函 数 化 为 守恒 律 形式 
的 一 阶 对 称 双 曲 组 的 一 个 充分 必要 条 件 . 
定理 1.1. 宁 恒 律 形 式 的 一 阶 拟 线性 偏 徽 分 方程 组 【1.69) 可 以 通 
过 未 知 函 数 变换 
UV =U(V) (1.70) 
即 
Ui = Ui(V1, ,Vn) (i = 1,...,n) (1.71) 
化 为 宁 恒 律 形式 的 一 阶 对 称 双 曲 组 的 充 要 条 件 为 ， 存 在 严格 西 的 标量 
函数 W(U) 与 向 量 函 数 是 = (ja 人 (Dja(D) ja(DD))7 使 成 立 如 下 
的 附加 守恒 律 


D+ (0) ) = 0. (1.72) 


这 里 ， WW(U) 的 严格 凸 性 条 指 其 黑 赛 埠 阵 (Hessian] 


PW / Pw 
oOU? 和 OuiOu; 


的 正定 性 . 


数量 函数 W(U) 也 称 为 守恒 律 方程 组 (1.69) 的 粹 函数 , 而 HH(U) 
称 为 闹 流 向 量 ， 


证 明 ”必要 性 设 未 知 函数 变换 (1.70) 使 方程 组 (1.69) 化 为 守 
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恒 律 形式 的 一 阶 对 称 双 曲 组 . 这样 ， 方 程 组 (1.69) 可 写 为 


OU OV OB* OV 
本 本 + By Dar 0 (1.73) 
其 中 
OU /Ow DB Ob 
死 一 2) (WW) -= (8 ) (=) 
2 
且 5 为 对 称 正 定 阵 ， 一 一 a 二 1, 2,3) 为 对 称 阵 . 
OU 
由 可 二 -一 六 的 对 称 性 ， a 
Ou Ou; 
Bu Ovi’ 1,7 二 1,.…,Nn, 


知道 一 定 存在 标量 函数 LI?(V), 使 U 为 L? 的 梯度 ， 


OL(V) 
了 =W (t= 1,.…,n). (1.74) 
aU 
又 由 7 的 正定 性 知 L(V) 是 严格 凸 函数 . 同 理 , 存在 L*(V) (k = 
1,2,3) 使 
L(V . 
i )_p (k= 1,2,3;i= 1,...,n). (1.75) 
今 
WI(UVU) = Ou; ~ LDV), (1.76) 
7=1 
hi(UVU) = > bv; — L(V) (k=1,2,3), (1.77) 


则 WV), 及 (VU) = (h1(0), hz(D0),hs(U))" 即 为 满足 要 求 的 炉 函 数 
与 粹 流向 綦 . 
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为 说 明 这 一 点 ， 首 先 证 明 W(U) 的 严格 凸 性 . 将 (1.76) 式 对 4 
求 偏 导数 并 利用 (1.74) 式 ， 得 
af(D) a OL Ov 
Ou i > wa 人 各 9o Ow; 
(i = 1... , 1). (1.78) 


(1.76) 、 (1. 74) 与 (1. 78) 式 说 明 ,Un 及 到 为 1,…,vVn 及 
ZL? 的 勒 让 德 变 换 ， 这样， 由 L?(V) 的 严格 凸 性 即 得 W(U) 为 U 的 
严格 凸 函数 . 
其 次 证 明 附加 守恒 律 (1.72) 成 立 . 类 似 于 得 到 (1.78) 式 的 过 程 ， 
利用 (1.75), 由 (1.77) 式 不 难 验 证 
Oh*(U ) _ < 5， 
Du Bi 7 


(1.79) 


由 (1.78) 与 (1.79) 式 ， 并 利用 原 方程 组 (1.69), 立即 有 


这 就 证 明了 必要 性 . 
充分 性 . 设 存 在 满足 定理 条 件 的 W(U) 与 了 H(U). 首先 说 明 炳 函 
数 W(D) 与 炉 流 向 量 五 (UV) 必 满 足下 述 关系 式 ， 
"OW Ob 0 内 
EE Ou Ou Ou 
(k= 1,2,3;7 = 1,...,n). (1.80) 


事实 上 ， 利 用 原 方程 组 (1.69), 可 将 附加 守恒 律 (1.72) 写 为 
3 OW Ob* 9 a 
Ou + 5 


191 6 Ous Ou Ozk j=1k 


WB 
be 
SS 
S| 
™ 
| 
OO 
EN 
Oo 
上 
— 


有 
王 
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(1.81) 式 应 对 一 切 满足 原 方程 组 (1.69) 的 UV 成立， 由 上 式 立即 得 到 


(1.80) 式 
由 W(U) 的 严格 凸 性 知 
0 . 
Vi 一 Bu UV) (i = 1,...,n) (1.82) 
为 一 可 道 变换 .因此 可 由 《1.82) 式 定义 U 为 V 的 函数 . 
今 
L(V) = Swibt —hi(U) (k= 1,2,3). (1.84) 


将 (1.83) 式 关于 v; 求 偏 导数 ， 并 利用 (1.82) 式 ， 可 得 
QOL?(V) 
Ov; 


类 似 地 , 将 (1.84) 式 关于 v; 求 偏 导数 ， 并 利用 (1.80) 与 (1.82) 式 
易 得 


一 (7=1,.…,n). (1.85) 


OLr(V) 


Br =0 (k=1,2,3;7= 1,.…,n). (1.86) 
J 
(1.85) 与 (1.86) 式 说 明 ， 和 矩阵 
oU DB 
5 及 BV (k= 1,2,3) 
”要 说 明 这 一 点 ， 只 要 证 明 若 

n 3 Ou; 
2 irl) 
j=1 k=1 


对 证 方 组 (1.69) 的 一 切 可 成立, 风 ok(V9) 一 0 (二 mi 上 一 了 3) 对 
任意 给 定 的 VV? 一 (v9, va)T™ E IR” 成 立 . 为 此 , 令 ud(z) = v9 + 过 ca (j= 

1,，……,), 其 中 cj 为 常数 ， 则 对 方程 组 (1.69) 以 770 = (uh, .er 为 初 引 信 的 
柯 西 问题 的 解 UV, 由 上 式 在 t= 二 X21 = 二.… 二 ww 二 0 处 给 出 3 这 olV en 0. 
适当 选取 Cjk, 即 得 所 需 的 结果 . j=1 k=1 
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均 为 对 称 阵 ， 而 (1.83) 、 (1.82) 以 及 (1.85) 式 则 说 明 1,… ,vn 与 
为,… ,Un 与 W 的 懿 让 德 变换 这 样 ， 由 W(UV) 的 严格 凸 性 
即 可 推 得 L?(V) 为 严格 凸 函 数 ， 从 而 By 是 正定 阵 . 这 就 完成 了 定理 
的 证 明 . 

1.4. 一 维 理想 流体 力学 方程 组 

现在 考察 一 个 特殊 而 重要 的 情况 -一 理想 流体 的 一 维 运动 ， 假 设 
运动 在 一 柱 形 管道 中 进行 , 其 轴 为 z = Zz1 轴 ， 又 设 速度 方向 沿 x 轴 ， 
外 力也 如 此 ， 且 在 垂直 于 x 轴 的 每 一 截面 上 ， 流 体 的 状态 均 相 同 . 于 
是 速度 分 量 只 有 二 Wi1, 而 U2 = U3 二 0, 且 一 切 状态 量 均 与 X2, Z3 
无 关 . 

这 时 ， 若 记 斑 为 外 力 在 z 方向 的 分 量 ， 理 想 流体 力学 方程 组 
(1.10) 、 (1.14) 及 (1.19) 化 为 


一 十 一 (pW) 二 0， (1.87) 
0 0 , 

一 一 oF 1.88 
0 1 ， 6 1 ， 
一 二 一 二 = pF 1.89 
页 e+ oP) +t apet OU +p)u) = pru, (1.89) 


或 利用 (1.10) 、 (1.15) 及 (1.25) 式 得 


Op 9 加 

到 十 B70) = 0, (1.90) 
Ou Ou 107 

就 tp- a (1.91) 
OS OS 


它们 均 为 一 阶 拟 线 性 双 曲 组 . 

由 于 以 上 两 个 方程 组 都 不 是 一 阶 对 称 双 曲 组 ， 为 了 说 明 它们 的 双 
曲 性 ， 有 必要 在 这 里 介绍 一 下 一 个 空间 变量 的 一 阶 拟 线性 双 曲 型 方程 
组 的 定义 ， 考察 如 下 的 一 阶 拟 线性 偏 微分 方程 组 


A TU + Blt,z,U) OU 


3 = Flt,z, UV), (1.93) 
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其 中 UVU 二 (Wi,… ,Un) ”为 未 知 函 数 向 量 ， A 一 (aijjnxn B 一 
(biy)nxn 和 玉 二 (及,…,， 所 )” 在 所 考察 的 区 域 中 为 tz 及 U 的 适 
下 面 我 们 总 假定 在 所 考察 的 区 域 中 成 立 


det A 0. (1.94) 


定义 1.2. 假设 对 所 考察 区 域 中 任 一 (t, 5,U), 成 立 
(a) ”特征 方程 
det(B—AA)=0 (1.95) 
有 nn 个 实 根 
Ni(t, £2,U), Malt, 2,U), ,Mlt, ,UD); (1.96) 
(b) 设 疾 = ( 呈 太 了 ) 为 相应 于 上 述 广义 特征 值 入 的 广 
义 左 特征 向 量 : 
7 也 = Nh, (1.97) 
则 91 (一 |; 了 2) 构成 完全 组 ， 即 成 立 
det(m;) 天 0. (1.98) 


此 时 称 方程 组 (1.93) 为 双 曲 型 方程 组 . 
车 特征 方程 (1.95) 具有 nn 个 相 异 的 实 根 ， 


AU) < Nt x,U) < < Mt, 7, U), (1.99) 
则 假设 (b) 自动 成 立 ， 此 时 称 方程 组 (1.93) 为 严格 双 曲 型 方程 组 . 
设 在 (t, 7z) 平面 上 有 一 光滑 曲线 C ,其 参数 方程 为 
C:t=t(0),7= 7(0), |t(o)P +|r(o)P #0. 
若 沿 该 曲线 C 成 立 


det(t(o)B— 7z’(o)A) = 0, (1.100) 
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则 称 曲线 C 为 方程 组 (1.93) 的 特征 曲线 . 注意 到 假设 (1.94), 易 知 在 
上 式 成 立时 ， 曲 线 C 必 可 写 为 

C:z=z 人 (1.101) 
的 形式 ， 而 (1.100) 式 则 可 改写 为 
det (8 一 最 4) . (1.102) 


现在 考察 方程 组 (1.87) 一 (1.89) 或 方程 组 (1.90) 一 -(1.92) 的 双 曲 
性 . 考虑 到 未 知 防 数 的 可 逆 变 换 与 方程 组 中 方程 的 可 道 线性 组 合 不 会 改 
变 方程 组 的 类 型 ， 下 面 我 们 仅 需 对 方程 组 (1.90) 一 (1.92) 进行 讨论 . 
取 UVU 二 (p, VS)" 为 未 知 函数 向 量 ， 此 时 D = p(p,S). 将 此 方程 组 写 
为 (1.93) 式 的 形式 ， 不 难得 到 


4 一 了 工 (1.103) 
uw p 0 
2 
B= | 人 Ow 人 Es|, (1.104) 
p p 
0 0 1 
0 
其 中 了 为 单位 阵 ， c2 = 区 为 局 部 音速 的 平方 (参见 81.3), 而 ps = 
2 所 以 
55- 
4 一 入 p 0 
2 
det(B—-MA) = | 二 ww_-A 名 
p p 
0 0 UA 入 


(uz — A)((u — AA)? — eo). (1.105) 
方程 组 (1.90) 一 (1.92) 的 特征 方程 为 
(um Nu Ne)=0, (1.106) 


1 


其 根 为 
N=uc,MN=u,M=ute. (1.107) 
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这 说 明 ， 在 不 出 现 真 空 的 范围 内 (此 时 c > 0), 方程 组 (1.90)--(1.92) 
是 严格 双 曲 型 的 ， 其 三 族 特征 曲线 分 别 由 


dz _ dz Ete (1.108) 


给 出 . 
最 后 考虑 在 整个 流 场 中 炉 恒 为 常数 (而 不 仅仅 沿 流 线 为 常数 ) 的 特 
殊 情况 ， 5 三 常数 ， 此 时 称 为 均 精 流 . 在 这 一 假设 下 ，p = p(p), 而 


祖 = 到 这样， 方程 组 (1.90) 一 (1.92) 可 写 为 
po 


Op 0. 
一 - 十 一 一 一 1.109 
Ht =0, ( ) 


Ou Ou cop 
一 一 -一 十 一 一 三 不 1.110 
ot TV 一 p or ’ ( ) 
容易 验证 ， 在 不 出 现 真 空 的 范围 内 ， 它 是 含有 两 个 未 知 函数 p 及 刀 的 
严格 双 曲 型 方程 组 . 在 环 三 0 的 情形 ， 对 这 种 方程 组 有 一 系列 有 意义 
的 讨论 (参见 [6], [7]). 这 是 一 种 相对 说 来 比较 容易 处 理 的 情形 ， 但 仍 
然 有 不 少 问题 有 待 进一步 研究 . 
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2.1. 引言 

实际 的 流体 和 理想 流体 的 主要 区 别 ， 就 在 于 前 者 有 粘性 (内 摩擦 ) 
和 热传导 性 .这 一 现象 是 由 流体 (气体 与 液体 ) 的 分 子 结构 所 产生 的 . 
摩擦 应 力 和 由 热传导 而 交换 的 热量 ， 由 流体 的 速度 分 布 和 温度 分 布 表 
示 出 来 的 基本 规律 性 ， 原 则 上 可 以 由 流体 分 子 运 动 论 导 出 (参见 第 八 
章 ) 但 是 作为 宏观 现象 的 描述 ， 这 些 规律 性 必须 作为 (根据 实验 结果 
得 出 的 ) 某 种 附加 的 物理 定律 而 预先 给 出 . 如 何 给 出 这 些 附加 的 物理 定 
律 ， 是 建立 有 关 的 数学 模型 的 关键 步骤 

在 这 里 首先 作 一 个 初步 的 考察 . 

先 看 粘性 (内 摩擦 性 ). 牛顿 对 此 指出 了 一个 简单 的 法 则 : 沿 切线 方 
向 运动 的 两 层 粘性 流体 平面 之 间 的 摩擦 切 应 力 ， 与 该 方向 流体 速度 沿 
与 平面 垂直 方向 的 梯度 成 正比 ; 简 言 之 , 摩擦 力 和 速度 梯度 成 正比 . 例 
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如 ， 假 设 两 层 粘 性 流体 平行 于 平面 Ozy, 并 沿 Ox 轴 方 向 运动 ， 其 速 
度 为 u, 则 摩擦 切 应 力 pzz 应 为 


Ou 

Pzrz 一 May (2.1) 
这 儿 pzs 中 的 下 标 z 表示 考虑 的 是 垂直 于 z 的 平面 上 的 摩擦 切 应 力 ， 
而 下 标 x 表示 力 的 方向 沿 z 轴 . 式 中 4 称 为 粘性 系数 , 在 各 向 同性 的 
情况 ， 它 和 所 考虑 的 平面 的 取向 无 关 ， 只 依赖 于 所 考虑 的 流体 ， 同 时 一 
般 也 依赖 于 流体 的 温度 (通常 可 认为 与 流体 压力 无 关 ). 

这 儿 对 牛顿 法 则 作 一 些 说 明 .， 两 层 粘 性 流体 之 间作 用 的 摩擦 力 是 
一 种 内 部 相互 作用 的 力 ， 这 一 层 对 另 一 层 有 摩擦 力 ， 而 另 一 层 对 这 一 
层 也 有 摩擦 力 ， 按 作用 肥 作用 定律 ,它们 大 小 相等 , 方向 相反 . 因此 ， 
只 有 将 一 团 流体 从 整个 流体 中 割裂 开 来 ， 才 能 体现 出 此 团 流体 之 外 的 
流体 对 此 团 流体 在 其 表面 上 的 摩擦 力 . 因此 ,摩擦 力 是 一 种 内 力 , 而 单 
位 面积 上 所 受 的 内 力 称 为 应 力 ; 同时 ， 摩 擦 力 总 应 是 在 与 表面 相 切 的 
方向 ， 故 是 一 种 切 应 力 . 

只 有 当 两 层 流体 之 间 有 相对 运动 ， 才 能 在 其 间 有 摩擦 力 ， 而 摩擦 
力 起 着 阻碍 运动 的 作用 . 如 果 两 层 流 体 之 间 没 有 相对 运动 ， 摩 擦 力 应 
为 零 . 因此 ， 只 有 在 两 层 流体 之 间 有 速度 梯度 时 ,才能 有 摩擦 应 力 ， 牛 
顿 法 则 指出 摩擦 应 力 应 与 速度 梯度 成 正比 ， 而 比例 系数 只 依赖 于 所 考 
虑 的 流体 及 其 温度 ， 这 是 一 种 线性 的 假设 . 满足 这 一 要 求 的 流体 称 为 
牛顿 流体 ; 而 不 满足 这 一 要 求 的 流体 则 称 为 非 牛顿 流体 . 

由 (2.1) 式 ， 粘 性 系数 的 量 纲 是 


力 .长度 力 力 ' 时 间 质量 
长 度 ” 速度 ”长 度 -速度 长度 长度. 时 间 ， 


其 单位 在 国际 单位 制 中 是 由 . 秒 (Pa.s): 


1]_kg_ 


lIPa.s= 1 ) 
In2 Im .S 


而 1Pa= 1N/m?. 通常 取 毫 帕 . 秒 (mPa-s) 为 单位 : 
lmPa .s = 10-3Pa . S， 


它 相 当 于 水 在 20.5°C 时 的 粘性 系数 值 . 
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流体 的 粘性 系数 是 和 温 庆 有 关 的 . 例如 水 的 粘性 系数 随 着 温度 的 
升 高 而 下 降 ， 见 下 表 . 
水 的 粘性 系数 随 温 度 的 变化 情况 


而 空气 的 粘性 系数 则 与 此 相反 ， 随 温度 升 高 ， 它 反而 增 大 ， 见 下 表 . 
空气 的 粘性 系数 随 温度 的 变化 情况 
[TEST BE75O 


温度 /°C kL/ 10 “mPa.s 


2.806 


有 的 液体 粘性 很 大 ， 如 甘油 ， 在 3°C 时 /= 4.220Pa . s; 机 油 ， 
在 10°C 时 4 二 0.6755Pa.s. 有 的 液体 , 其 粘性 随 着 温度 增高 而 很 快 
下 降 ， 如 甘油 ， 其 粘性 系数 随 温 度 的 变化 情况 如 下 : 


硬 ] 0 3 | i | 
/Pas | 4250 [1069 | 0.778 
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在 寒冷 的 地 区 ,机油 因 冷 却 而 粘性 加 大 ,失去 效用 ,常用 加 温 的 方法 减 


低 其 粘性 . 
粘性 系数 和 温度 的 关系 ， 对 气体 来 说 ， 常 可 用 如 下 的 矢 函 数 来 表 
达 ， 
rr_ /LY 
全 = (元 ) (2.2) 


其 中 nn 随 气 体 不 同 而 不 同 , 且 有 时 还 和 温度 有 微弱 的 依赖 关系 . 例如 ， 
空气 的 7 完 0.72, 毛 气 n 守 0.64, 毛 气 n 六 0.69, 二 氧化 碳 n 守 0.95. 
在 近似 计算 中 ， 对 比较 高 温 的 气体 ， 有 了 时 用 n= 二 0.5; 而 对 低温 情形 ， 
用 n= 二 1. 

现 再 看 热传导 性 .这 在 数理 方程 课程 中 已 有 讨论 ， 已 知 可 用 传 里 
叶 (Fourier) 实验 定律 来 刻画 : 在 单位 时 间 内 沿 法 线 方向 ni 通过 曲面 


微 元 dS 的 热量 
o7 


On 
其 中 负 号 表示 热流 方向 是 由 高 温 流 向 低温 ， (2.3) 式 表明 热流 量 和 温 
度 梯 度 成 正比 (这 也 是 一 个 线性 关系 0), 而 比例 系数 k 称 为 导热 系数 . 
导热 系数 决定 于 所 考察 的 流体 ,并 可 与 温度 有 关 . 可 将 (2.3) 式 改写 为 


dg = 一 K 一 -d9， (2.3) 


da = —kgradT .nds, (2.4) 


其 中 一 k grad T 称 为 热量 流 密 度 向 量 . 
下 面 我 们 要 着 重 将 描述 粘性 的 牛顿 法 则 推广 到 流体 作 任意 运动 的 
一 般 情况 . 


2.2. 应 力 张 重 

为 将 前 面 在 简单 运动 情况 所 提出 的 牛顿 法 则 ， 推 广 到 任意 运动 的 
一 般 情况 ， 为 建立 粘性 流体 力学 方程 组 作 准 备 ， 下 面 先 介绍 应 力 张 量 

现在 回 到 81 中 建立 动量 守 便 方程 组 的 过 程 . 在 理想 流体 的 情形 ， 


表面 力 的 冲 量 项 
t2 
-/ /di (pl)dzdt 


是 由 外 界 流体 的 压力 产生 的 . 这 里 及 今后 , 记 2z = (ZX1, 22, Zs)， 而 
dz = dz1dz2dzs3， 在 有 粘性 的 情形 ， 外 界 流体 对 [2 的 作用 力 ， 不 仅 
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有 表面 上 的 压力 ( 正 应 力 ), 而 且 有 表面 上 的 内 摩擦 力 ( 切 应 力 ), 它们 的 
联合 作用 给 出 相应 的 表面 力 冲 量 . 因此 ， 动 量 守 恒 方 程 组 的 一 般 形 式 
还 应 保持 ， 但 二 阶 张 量 PT 应 改 为 考虑 到 粘性 在 内 的 应 力 张 量 {pij}. 

对 流 场 中 一 点 MM 处 的 一 面积 元 素 A9 , 设 其 法 线 方向 为 mn, 又 设 
n 所 指 一 侧 的 流体 作用 在 AS 上 的 面 力 为 Ap , 则 


Pn dn, (2.5) 
为 M 点 处 以 n 为 法 线 方向 的 单位 面积 上 受到 的 面 力 , 称 为 应 力 向 量 . 
因为 过 这 一 点 MI 有 无 穷 多 个 方向 ， 相 应 的 应 力 向 量 一 般 也 不 相同 . 要 
描述 一 点 的 应 力 状态 就 需要 知道 过 该 点 所 有 面 上 所 受 的 应 力 . 但 是 同 
一 点 对 不 同方 向 的 应 力 向 量 不 是 互 不 相关 的 . 事实 上 ， 只 要 知道 作用 
在 与 三 个 坐标 面 平行 的 面 上 的 应 力 向 量 就 够 了 . 记 pi 为 以 zy 的 正 向 
为 法 线 方向 的 面积 元 素 上 的 应 力 向 量 的 第 个 分 晤 ， 那么 {piy} 就 称 
为 应 力 张 量 . 

下 面 说 明 以 上 定义 的 {piy} 是 二 阶 张 量 . 为 此 我 们 证 明 :, 若 一 面积 
微 元 d9, 其 单位 法 向 量 为 mn, 则 其 上 的 应 力 向 量 ( 即 no 指向 的 一 侧 作 
用 在 dS 的 单位 面积 上 的 力 ) 为 


pn = Pn, (2.6) 


其 中 于 = {piyj, Pn 为 矩阵 忆 与 向 量 mn 按 普 通 意义 下 的 乘法 ， 即 是 
3 

分 其 为 2 Py (i 二 1,2,3) 的 向 量 , 而 n; (7 = 1,2,3) 是 n 的 分 
六 

基 . 利用 张 基 识 别 定 理 ( 见 附 录 一 ), 由 (2.6) 式 即 知 五 为 二 阶 张 量 . 

现 证 明 (2.6) 式 . 不 妨 设 所 讨论 的 点 为 原点 O. 考察 图 1 所 示 的 

四 面体 微 元 上 力 的 平衡 ， 此 四 面体 受 体积 力 (包括 外 力 及 惯性 力 ) 以 及 

表面 力 的 作用 ， 当 四 面体 的 棱 长 趋 于 零 时 ， 体 积 力 为 楼 长 的 三 阶 无 穷 

小 量 ;， 而 面 力 则 为 二 阶 无 穷 小 量 . 设 平面 ABC 的 单位 外 法 线 向 量 为 

n(n1, nz, ns), 则 显然 


AOBC 的 面积 = ni . AABO 的 面积 ， 
AO4C 的 面积 = ns. A4BPC 的 面积 ， 
AO45 的 面积 = ms . A4BC 的 面积 . 
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此 外 ， 由 pi; 的 定义 ， 有 


人 AOBC 所 受 的 面 力 = 一 (p11, p21, P31)' AOBC 的 面积 

二 一 Nn1(p1i;p2i, p31)' AABC 的 面积 ， 
AOAC 所 受 的 面 力 = 一 (p12; p22,p32) * AOAC 的 面积 

二 ”一 n2(pi2, p22, p32)* 人 A4BC 的 面积 ， 
人 OAB 所 受 的 面 力 二 一 (p13, p23, p33) AOAB 的 面积 


一 na(p13; p23,p33) . A4BC 的 面积 . 


设 平 面 4BC 上 的 应 力 向 量 为 pw, 则 由 四 面体 上 力 的 平衡 条 件 得 


(pn — ni (p11, p21, p31) 一 ni2 (p12, P22, p32) 
一 na(p13;, p23, P33))* AABC 的 面积 
十 四 面体 所 受 的 体积 
= 0. (2.7) 


将 上 式 两 端 除 以 AABC 的 面积 ,然后 令 OA, OB 及 OC 在 保持 n 
不 变 的 条 件 下 趋向 于 零 ， 由 (2.7) 式 立 即 给 出 (2.6) 式 . 


X3 
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下 面 我 们 证 明 天 = {25} 是 对 称 张 量 ， 即 成 立 


考察 图 2 所 示 的 立方 体 微 元 ， 设 其 边 长 分 别 为 dx1, dx2 及 dz7s. 现 
考察 作用 在 该 立方 体 上 的 力 对 其 中 心 ( 设 为 O 点 ) 的 力矩 . 由 平衡 条 
件 ， 它 应 为 零 . 与 前 面 一 样 ， 由 于 体积 力 形 成 的 力矩 为 高 阶 无 穷 小 其 ， 
可 以 略 去 . 此 外 ,表面 上 应 力 的 法 向 分 量 通 过 此 立方 体 的 中 心 ， 对 力矩 
的 贡献 为 零 ， 于 是 ， 考 察 力矩 在 Z1 方向 的 分 其 易 得 


pa2dzadzi: dx2 一 p23dZlidza : dzx3 = 0, 
即 
p32 二 p23. 


同 理 可 证 p13 二 pal 及 p12 二 p21. 


2.3. 广义 牛顿 法 则 一 一 本 构 方 程 
现在 的 问题 是 如 何 根据 粘性 流 的 特点 具体 地 表示 出 这 个 二 阶 张 量 
也 = {pi;}, 从 而 给 出 所 要 求 的 广义 牛顿 法 则 . 为 此 , 将 书写 为 如 下 形 
式 : 
{pi} = —p{6i} + {7i7}. (2.9) 
这 里 {7;y} 是 忆 中 对 应 于 摩擦 应 力 的 部 分 ， 应 着 重子 以 讨论 . 
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首先 ， 容易 看 到 ， 由 于 内 摩擦 力 本 质 上 由 流体 各 层 之 闻 的 相对 运 
动 而 产生 ， 在 整个 流体 上 加 一 个 平移 运动 时 ， 粘 性 应 力 不 应 该 改变 . 
因此 ， {7;;} 应 和 流体 速度 无 关 ， 而 只 是 速度 分 基 的 偏 导数 的 函数 . 
当 速 度 梯度 不 大 时 ， 可 认为 i; 仅 为 速度 分 基 的 一 阶 偏 导数 的 函数 ， 
且 为 线性 的 . 这 一 事实 已 为 实验 很 好 地 证 实 . 这 样 ， 以 下 我 们 假定 75y 


ee 


-7 cymes (2.10) 


k,l=1 


其 中 cz 是 表征 流体 粘性 的 常数 ， Le 


{75} 均 为 二 阶 张 量 ， 由 张 基 识别 定理 ( 见 附录 一 )，{ciyrt} 是 四 阶 张 
其 因为 {piy} 为 对 称 张 量 ， 故 {75;} 亦 然 ,这样 就 有 


Cijkl 一 Cjikl: (2.11) 


假设 流体 是 各 向 同性 的 ， 这 意味 着 {cijkt} 是 各 向 同性 的 四 阶 张 
基 . 由 四 阶 各 向 同性 张 量 的 一 般 形 式 ( 见 附录 一 ), 有 


Cijnl = 和 0010ul + QOikO7 + BOudjg. (2.12) 
令 a=JK+rv,P=H-v, 有 
Cikl = Midr + HOipOn + Oudjk) + VOipoj — Gadjg)) 
Cjikl = Midn + pOpOa 十 970) + VOjr6a — Oy6ig). 
注意 到 (2.11) 式 ， 由 此 易 得 
Cijkl = Ag0ij0kl 十 (OOi 十 0061) (2.13) 
由 上 式 还 可 以 看 出 ， {Cijgt} 关于 下 标尺 及 ! 亦 是 对 称 的 ， 即 
Cijkl 一 Cijlk: (2.14) 
这 样 ， 为 决定 {cizjw 只 需 决 定 入 及 J. 将 (2.13) 代入 (2.10) 式 ， 


就 有 
Tiy 一 Adiv WOij 十 218ij, (2.15) 
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其 中 
sij = ; (2 | . (2.16) 
由 (2.9) 与 (2.15) 式 ， 即 得 应 力 张 其 的 表达 式 
pij = (—p + Mdiv w)6i; + 218i; (2.17) 
或 
P= (p+ Mivu)I +425, (2.18) 
这 里 S = {5ij}. 


下 面 说 明 上 式 中 入 及 上 的 意义 . 
首先 考察 沿 Z1 方向 的 剪 切 运动 : 


U1 二 U1(Z3), U2 二 ?3 一 0. 


由 (2.17) 式 ， 对 于 这 一 运动 有 


Ou 
p13 三 HH Bz; 


这 与 第 一 段 中 由 牛顿 法 则 给 出 的 形式 (2.1) 完全 一 致 ， A 称 为 第 一 站 
性 系数 或 动力 学 糙 性 系数 ， 
由 (2.15) 可 得 


1 
3 二 (入 十 50divu 


上 式 左 端 为 由 粘性 而 引起 的 平均 摩擦 正 应 力 ， 而 div ww 则 表示 体积 变 
化 率 ( 即 单位 时 间 内 单位 体积 的 变化 量 ). 事实 上 , 由 连续 性 方程 (1.10) 


不 难得 到 
1 dT 
div ww = 一 一 一 


7T dt 
1 PR d A 、 Ft、 
其 中 了 一 7 为 比 容 ， 而 ey 由 (1.17) 式 定义 .这样 ， 若 记 


2 
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则 jw 作为 平均 摩擦 正 应 力 与 体积 变化 率 之 比 , 描述 流体 运动 过 程 中 由 
膨胀 或 收缩 而 引起 的 平均 摩擦 正 应 力 的 变化 . jx 称 为 第 二 粘性 系数 


或 膨胀 粘性 系数 .对 于 单 原子 气体 ， 在 压力 不 是 特别 高 的 条 件 下 ,， 可 . 


认为 凡 = 0. 对 于 像 空 气 这 样 的 双 原 子 气 体 ， 在 温度 不 太 高 时 ， 也 可 
认为 凡 = 0. 但 在 一 般 的 情况 下 ， 必 须 考虑 J 的 影响 . 
利用 1 的 定义 (2.19), (2.17) 式 可 写 为 
Pi; = 一 D057 + 24(8i; 一 adiv U6ij) + pdiv woi;. (2.20) 
从 而 ， 摩 擦 应 力 张 量 为 


这 就 是 广义 牛顿 法 则 , 其 中 > 0, 1 之 0. (2.20) 亦 称 为 流体 的 本 构 
方程 


2.4. 粘性 热传导 流体 动力 学 方程 组 
现在 考察 具有 粘性 及 热传导 的 流体 的 动力 学 方程 组 . 质 基 守恒 定 
律 仍 具有 原 有 的 形式 ( 见 (1.10) 式 ): 
Op i Wy 
yy 十 a (pu) = 0. (2.22) 
在 动 其 守恒 定 律 中 ， 代 替 原先 的 压力 张 晤 一 pl 现 采用 应 力 张 量 
忆 = {pijy}. 类 似 于 (1.13) 式 ， 应 有 


日 
pA) +div(pu Bu— P= ph, (2.23) 
其 中 
pij = —p6ij + Hh ( 芝 十 了 div us] + divw 6i;. (2.24) 
利用 连续 性 方程 (2.22), 动量 方程 (2.23) 可 改写 为 
di Op QO 7 2 
Dy pe De Sn) 
2 Du Ou; 
一 oF, 一 .2 
和 i ( 7 十 3) pF; (i=1,2,3), (2.25) 
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或 写 为 向 基 形 式 


2 
pe + gradp — grad ((1 — 34)div u) — 2div (1S) = pF, (2.26)., 


d 
其 中 下 的 意义 见 (1.17) 式 , 而 4 及 凡 均 可 以 是 温度 了 的 函数 . 
(2.25) 或 (2.26) 也 称 为 欧 拉 方程 . 

在 能 量 守恒 定律 中 ， 代 蔡 原 先 压力 张 量 作 的 功 ， 现 采用 应 力 张 量 


作 的 功 . 由 (2.6) 式 ， 在 时 间 区 间 折 , 妇 ] 中 ， 应 力 张 基 对 [2 中 流体 所 
作 的 功 为 


矿 人 wu. (Pn)dSdt = [ | div (Pu)dzdt, 


其 中 荆 为 2 的 边界 . 这 样 ， 在 理想 流体 情形 的 方程 (1.19) 中 的 
一 div (pu) 项 应 改 为 


3 
. 0 
div (Pu) = 2 Bz, (pijWy) 
3 0 au ， Ou; 
= 一 qiv (pu) +1 + FY j 
十 ( 凡 一 Su div | (2.27) 


除 此 之 外 ， 考 虑 到 热传导 性 ,在 时 间 区 间 [t1,t2] 中 ， 9 内 流体 能 量 的 
增加 还 必须 包含 在 这 段 时 间 内 经 过 界面 一流 入 [2 中 的 热量 所 折合 的 
功 (或 能 ). 由 傅 里 时 定律 (2.4), 这 一 项 的 贡献 应 为 


t t 
| frgradT :ndsdt = 人 /ai (kgradT)dzdt. (2.28) 
t1 TT ti 1 


这 样 ， 能 其 守恒 律 方程 的 形式 为 (参见 (1.19)) 


es 


1 2 ; 1 2 
F(taP OU ) 二 div ((poe 十 AU )u — Pu) 
div (kgrad T) + pF'. wu, (2.29) 
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即 
9 1 2 . 1] ，, 
和 Dai 0Oui 
2 Ox; (3 ( 芝 十 | uj; + (p 3 udiv = 
= div (kgrad T)+ pF wu. (2.30) 


利用 连续 性 方程 (2.22), 上 式 可 改写 为 
4 e 十 和 + div (pu) 
Pat 2 上 
3 Ou; Ou; /7 2 。 
-> C 2 (六 + 如 ) wt udivu 


了 7 一 1 


| = div (kgrad T) + pF.w, (2.31) 


其 中 的 意义 见 (1.17) 式 . 
注意 到 div (pu) 一 pdivt 十 .gradp 及 一 d 全 dd. du 
dt\2 dt 
并 利用 欧 拉 方 程 (2.25), 方程 3D 又 可 化 为 


de Ou Ou; Y\ Ou; 
di i 7 了 
dt 1? Dh 4 > (六 二 2 Ox: 


一 (内 一 30(diva = div (k grad T). (2.32) 


0 一 


和 理想 流体 力学 方程 组 的 情形 一 样 , 还 要 配 上 适当 的 状态 方程 , 例 
如 p= 二 p(p, 了 T),e 二 el(p,T 了 ) 以 及 kW 对 了 的 依赖 关系 式 ， 这样， 
(2.22) 、 (2.23) 和 (2.29), 或 者 (2.22) 、 (2.25) 和 (2.32) 诸 式 就 构 
成 包含 五 个 未 知 函数 的 封闭 的 偏 微分 方程 组 . 


2.5. 粘性 热传导 流体 动力 学 方程 组 的 数学 结构 

现在 我 们 说 明 ， 粘 性 热传导 流体 动力 学 方程 组 可 写 为 拟 线性 的 对 
称 双 曲 - 抛物 耦合 方程 组 的 形式 ， 其 意义 下 文 说 明 . 

质 基 守恒 方程 (2.22) 可 写 为 如 下 形式 : 


Op 
a 二 gz 十 “2 872 + 5 一 = fo(p, grad 4), (2.33) 
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其 中 
folp, grad 4) = 一 pdiv 了. (2.34) 
动量 守恒 方程 (2.25) 可 写 为 
和 一 (人 十 5 元 (div wu) 
= ph;+ fi(p,T,u,gradp,gradu, grad7) (i= 1,2,3), 
(2.35) 
其 中 
fi(p,T, u, grad p, grad wu, grad T') 
四 200 6po7 2 Ou 
Or Orr fo or 
+ + 
dl 一 340) 67 ， 
tr divu (i= 1,2,3), (2.36) 
2_ Op 
而 c= 5 写成 分 量 形 式 ， 即 为 
Ou1 _1 ( 7 4 ) Ou OZ2ul 
Hp 3 加 “ 0 /2 
一 一 十 一 二 /十 
pW jE Bz 5 5 站 Br 
= i+ fi(p,T,u,gradp, grad ,rad 7) (2.37) 
Ou 1 7 1 O21 
KH 5 3 Bim, 
1 O22 02 2 Ous 
( Bz 1 (K+ 3 可 rs 
1 Ous 


(+ + 3/) Br207 
一 py + fo(p,T, wu, grad p, grad wu, grad 7T), (2.38) 
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Ous 1 1 O21 1 /7 1 ) O2u2 
Ot p 3 ‘OriOr3 p a3’ Or2073 


p 
= Fs3+ fs(p,T,u,gradp,gradu,gradT), (2.39) 


其 中 A (i 二 1,2,3), 而 grad wu 表示 二 阶 张 基 ( 史 ) 


i 
,第 能 甚 守恒 方程 (2.32). 由 状态 方程 e = e(p, 了) (特别 ， 
对 起 气体 e 二 e( 了 )), 并 利用 连续 性 方程 (2.22), 有 
de Oedp Oe dT 


dt Opdt Td 


一 _oe di + 0d 
Op "Td 
将 其 代入 (2.32) 式 ， 即 得 
or 67 1 .. ~ 
页 十 之 UB 一 pd (5grad7) = f(p,T, grad wu), (2.40) 
其 中 
~ Oe DY 
flp,T,gradu) = 人 全 - ?| div 也 
op 0 
3 
化 Du Ou; Ou; 
1 2 ( 色 二 六 Oz: 
1，， 2 . 2| /Oe 
二 了)(diva) | 7 (2.41) 


(2.40) 式 还 可 写 为 
oT 
Ot 


-到 AT = fa(p, T, wu, grad wu, grad 7), (2.42) 
aF 


其 中 
jp 全 人 “rad vu, grad T') = flp, 7', grad u) 


1 
-> us 一 +- 训 7 要 —s5e grad k grad7， (2.43) 
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在 上 面 五 个 方程 (2.33) 、 (2.37) 一 (2.39) 及 (2.42) 所 构成 的 方 
程 组 中 ,质量 守恒 方程 (2.33) 是 一 个 一 阶 偏 微分 方程 ， 将 其 视 为 关于 
p 的 方程 ,是 对 称 双 曲 型 方程 组 的 特例 , 因而 是 一 个 一 阶 双 曲 型 方程 
但 其 系数 与 右 端 还 与 u 有 关 . 

现 考察 后 面 的 四 个 方程 . 令 UV = (wi, ua Ua, 了) 则 方程 (2.37) 一 
(2.39) 及 (2.42) 的 左 端 只 包含 U 对 t 的 一 阶 偏 导数 及 对 z 的 二 阶 仿 
导数 ， 这 四 个 方程 组 成 的 方程 组 ， 可 以 写 为 如 下 的 矩阵 形式 : 


) -2 
3 Bij(p,U ) Br Br 于 = C(p,gradp,U,grad U), (2.44) 


217 一 | 


其 中 
si 0 0 0 
0 上 0 0 
B 一 p 
1 0 0& 0 
0 0 0 -$$ 
pat 
4 0 0 0 
0 LW+in 0 0 
B 一 p 
22 0 0 4 0 
0 0 0 户 
忆 
5 0 0 0 
0 & 0 0 
Bas 一 ? 7 4 
0 0 H+ar 0 ) 
p 
0 0 0 和 
化 十 起 
1 jn A 本 
Biz= Ba = = 一 0 0 0 ， 
2 0 0 00 
0 0 0 0 
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0 0 0 0 
1 
1|0 0 “ii 0 
B 一 已 一 一 /1 Ph ? 
23 32 2| 0 +lp 0 0 
p 
0 0 0 0 
0 0 Kt 0 
p 
1 0 0 0 0 
Bi: 一 B: 一 一 a 3 
13 31 5 | w+in 0 0 0 
p 
0 0 0 0 


它们 均 为 对 称 阵 . 此 外 ,对 任何 给 定 的 &€ = (&1,&2, £3) € IR’, | = 1， 


3 
> Biéiéy 
i 1 
均 为 正定 阵 . 事实 上 ， 
ae +b Qs162 Qt1és 0 
| as aé2+b ac 0 
和 2 Hit = aéitfas aézts ats+b 0 ? 
” 0 0 0 一 全 
Pat 
其 中 
1 十 ak A 


由 于 HA > 0, JW 之 0, 在 p> 0 (不 出 现 真空 ) 时 ，a 及 均 为 正 数 . 因 
而 上 述 和 矩阵 的 主子 式 | 


ac? +b>0, 


aff +b atié 
atiét» at2 +6 


att +b aéiéo aé1€3 
aéit> at2 +b aésés 
065163 aézéts at3+b 


= ab(ti +&2) + >0, 


=ab>0. 
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因此 此 矩阵 为 正定 阵 , 
此 时 ， 我 们 称 方程 组 (2.44) 为 对 称 搜 物 型 的 . 

一 般 地 说 ， 一 个 方程 组 
0 2 PU 
i 


iI=1 


0, 


其 中 局 二 (tt1,…,Um) Bij 为 1 X m 阵 ， 若 满足 
1° Bi (i = 1,.……,n) 为 对 称 阵 ; 
2” 对 任意 给 定 的 é€= (上 和 下 ， [3 一 1, 


> BBij6i6j 均 为 对 称 正定 阵 ， 


i,j=1 
则 称 该 方程 组 属于 个 得 罗 夫 斯 基 (I. G. Petrovsky) 意义 下 的 对 称 抛 


物 型 方程 组 . 

这 样 ， 粘 性 流体 力学 方程 组 的 后 面 四 个 方程 以 (wi, tz, U3, 了) 为 
未 知 函 数 构成 二 阶 对 称 抛物 组 ， 而 其 第 一 个 方程 以 p 为 末 知 应 数 为 一 
个 一 阶 对 称 双 曲 型 方程 ， 它 们 之 间 又 互相 耦合 在 一 起 ， 构 成 一 个 拟 线 
性 对 称 双 曲 一 抛物 看 合 方程 组 . 这 就 是 这 一 方程 组 的 数学 结构 

通常 对 这 类 方程 组 可 以 提出 柯 西 问题 ， 即 给 定 初始 状态 


t=0: (p,ui, vu2, ua,T) 
= (p (2), (2), va), uz), TL), (2.45) 


要 求 以 后 ( 即 1 > 0 时 ) 的 状态 .在 初 值 适当 光滑 时 ， 这 个 问题 的 经 典 
解 在 局 部 时 间 范 围 0<&t&6 (6 > 0) 中 的 存在 唯一 性 ， 利 用 能 量 积分 
及 蛋 代 方法 是 容易 证 明 的 . 这 种 解 称 为 局 部 经 典 解 ， 和 没有 粘性 及 热 
传导 的 理想 流体 情形 不 同 ， 在 现在 的 情况 ， 力学 上 不 会 发 生 激 波 型 的 
间 浙 .但 对 任意 给 定 的 光滑 初 值 ,是否 存在 整体 经 典 解 ( 即 对 一 切 时 间 
t 之 0 存在 的 经 典 解 ) 还 是 未 能 完全 解决 的 问题 . 目前 已 能 证 明 的 是 ,如 
果 初 值 充分 小 ,那么 该 初 值 问题 一 定 存在 整体 经 典 解 (例如 ， 见 [12). 
这 也 是 近年 来 的 一 个 比较 重要 的 研究 成 果 . 

除 初始 条 件 外 ， 有 时 还 可 能 有 边界 条 件 . 在 研究 粘性 流体 的 绕 流 问 
题 时 ,在 绕 流 物 体 表面 厂 上 , 不 仅 流体 的 法 向 分 速度 应 为 零 ( 因 流 体 不 
渗入 ), 而 且 由 于 粘性 ， 流体 的 切 向 分 速度 也 为 零 ， 故 速度 边界 条 件 为 


ulr= 0. (2.46) 
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而 对 温度 了 的 边界 条 件 ， 则 可 采用 通常 的 三 类 边界 条 件 之 一 ( 即 在 边 


给 定 ,2 aT (a > 0) 这 三 者 之 一 , 其 中 多 为 工 
上 的 单位 外 法 线 向 量 ). 此 时 ， 对 未 知 函数 p 不 需要 任何 边界 条 件 . 


2.6. 一 维 粘性 热传导 流体 动力 学 方程 组 

现在 考虑 一 个 重要 的 特殊 情况 -一 一 维 运动 的 情形 . 此 时 假设 流 
动 在 一 圆柱 形 管道 内 进行 ,该 管道 的 轴 为 x = Z1 轴 ， 运动 速度 只 有 7Z 
方向 的 分 量 ， 且 在 垂直 于 x 轴 的 任 一 截面 上 状态 量 均 相 同 ， 即 状态 基 
只 与 t+ 及 XT 有 关 . 因此 在 82.4 中 所 述 的 方程 组 中 ， 应 略 去 一 切 对 ZX 
及 Z3 的 偏 导数 ， 且 tz 二 243 = 0, 外 力 亦 只 有 2 = Z1 方向 的 分 量 . 
于 是 ， 相 应 于 (2.22) 、 (2.23) 与 (2.29) 的 方程 组 此 时 为 


一 -十 人 (pu) = 0, (2.47) 
元 (Du) 十 二 (me 十 了 一 (Sp 十 1 "中 = =pF, (2.48) 


1 ，, 0 1 ，» 
Pe 十 OU ) 十 57 (人 十 5p + Pp)u 
4 , _90/ oo7 


或 同样 地 相应 于 (2.22) 、 (2.25) 与 (2.32), 我 们 有 


误 十 到 = (2.50) 
Ou Ou 16p 10 Ou 

Yart py 一 5 页 多 2 = 了, (2.51) 
Be ,oe so 

PF tgs +t Pa ~ (Spt ， 


其 中 最 后 一 式 又 可 写 为 
Oe ( 委 |) 20e Ou Ou 


7 -7 历 玖 Pgs 


一 (名 二 网 (2 - 元 CE (2.53) 
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这 儿 ， 第 一 个 方程 (2.50) 对 未 知 函 数 p 仍 为 一 阶 双 曲 型 方程 ， 后 
两 个 方程 (2.51) 及 (2.52) 对 未 知 函 数 忆 与 了 为 二 阶 抛物 组 ， 上 述 方 
程 组 仍 为 拟 线性 双 曲 - 抛物 耦合 方程 组 .对 此 方程 可 提 柯 西 问题 : 


£=0: (pT) = (po(z),ua(z),Toc))， (2.54) 
或 再 加 上 下 述 边 界 条 件 的 初 - 边 值 问题 : 

2 一 0:4=0,7 满 足 通常 的 三 类 边界 条 件 之 一 ， 

Z 二 1: 类似 的 边界 条 件 . 
这 里 我 们 假定 所 讨论 的 流体 界 于 x 二 0 与 x 二 1 之 间 . 对 上 述 问 题 ， 
P 不 需 给 定 边界 条 件 . 


这 些 问题 的 局 部 可 解 性 已 彻底 解决 ， 但 其 整体 可 解 性 仍 是 目前 研 
究 的 课题 . 
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现在 我 们 考察 不 可 压缩 的 粘性 流体 的 运动 ， 这 是 一 种 很 有 实际 意 
义 的 情况 .典型 的 不 可 压缩 流体 是 常温 常 压 下 的 水 .由 于 其 密度 几乎 
不 随 压 力 、 温 度 而 改变 ， 因 而 可 近似 地 视 为 不 可 压缩 的 ， 对 不 可 压缩 
流体 , 其 状态 方程 为 密度 p 三 常数 . 不妨 设 


p=1. (3.1) 
对 于 这 种 流体 的 运动 ， 由 于 (3.1) 式 ， 质 量 守恒 方程 (2.22) 化 为 
divu = 0. (3.2) 


由 (3.2) 式 ， 此 时 在 本 构 方程 (2.20) 中 ， 因 而 在 流体 力学 方程 组 中 不 
出 现 J. 此 外 ， 可 设 /为 常数 这样， 注意 到 (3.1) 一 (3.2) 式 ， 欧 拉 
方程 (2.26) 可 化 为 


均一 LAu + gradp=b (3.3) 


其 中 也是 上 及 2 = (z1,72,T3) 的 函数 .需要 指出 的 是 ， 即 使 在 常温 
下 ， 也 不 能 由 状态 方程 推 得 p 为 常数 ， 因 为 此 时 状态 方程 为 (3.1), 而 


du 
t 
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不 再 采取 p = p(p, 了 7 了 ) 的 形式 . 实际 上 , 不 存在 绝对 不 可 压缩 的 流体 . 
所 谓 不 可 压缩 性 ， 是 对 流体 在 压力 p 及 温度 了 改变 时 ， 密 度 的 变化 
很 小 的 这 种 现象 的 一 种 简化 ， 换 一 句 话说 ， 对 这 种 流体 ， 密 度 p 的 微 
小 变化 即 可 引起 压力 p 等 的 显著 改变 . 因此 如 果 将 状态 方程 取 为 (3.1) 
的 形式 ， 就 必须 将 p 视 为 土 及 2 的 函数 . 

对 现在 这 种 情况 ， 将 方程 (3.2) 及 (3.3) 视 为 未 知 函 数 4 三 
(U1, Uz U3)” 及 2 的 方程 组 已 经 是 一 个 封闭 的 方程 组 . 这样， 我 们 
得 到 不 可 压缩 流体 运动 的 基本 方程 组 为 


Ou 3 Ou 

-一 dp= 3.4 
训 HA 十 Uk 十 gradp (3.4) 
div2 = 0. (3.5) 


这 个 方程 组 通常 称 为 纳 维 - 斯 托 克 斯 方程 组 , 或 更 精确 地 称 为 三 维 纳 
维 一 斯 托 克 斯 方程 组 . 

对 纳 维 - 斯 托 克 斯 方程 组 (3.4)-(3.5), 通常 考虑 的 定 解 问题 是 
如 下 的 柯 西 问题 ， 已 知 初始 速度 


一 0 :人 一 WU (T1, T2, 03)， (3.6) 


决定 以 后 时 刻 (t > 0) 的 流速 w(t, zi1, Z2, Z3) 及 压强 p(t1, TY1, 22, XY3). 
这 里 自然 假定 初始 速度 wu? 满足 条 件 divuo = 0, 而 p 的 决定 自然 允 
许 相差 一 个 志 的 任意 函数 (与 2 无 关 ). 

除 初 值 问题 外 ， 对 这 个 方程 组 也 可 以 考虑 初 - 边 值 问题 ， 即 要 求 
该 方程 组 的 解除 满足 初始 条 件 (3.6) 外 ， 还 在 流体 所 占 区 域 只 的 边界 
了 上 满足 一 定 的 边界 条 件 ， 如 


ulr=0. (3.7) 


这 个 条 件 说 明 : 由 于 粘性 ， 流 体 的 速度 在 壁面 上 应 为 零 . 

纳 维 - 斯 托 克 斯 方程 组 (3.4) 一 (3.5) 的 形式 虽然 比 一 般 的 粘性 流 
体力 学 方程 组 简单 ， 但 仍 是 一 个 相当 复杂 的 非 线 性 方程 组 ， 由 于 纳 维 
一 斯 托 克 斯 方程 组 不 仅 可 以 用 来 描述 粘性 流体 (如 水 ) 的 运动 ， 而 且 目 
前 比较 倾向 的 看 法 是 可 利用 它 来 解释 清流 发 生 的 机 制 ， 因 而 具有 极 大 
的 重要 性 ， 是 无 穷 维 动力 系统 的 重要 研究 对 象 (参见 [14]). 到 现在 为 
止 ， 关 于 其 初 - 边 值 问题 在 三 维 情形 的 解 的 存在 唯一 性 ， 关 于 其 整体 


83. 纳 维 - 斯 托 克 斯 (Navier-Stokes) 方程 组 123 


吸引 子 及 惯性 流 形 的 存在 性 等 基本 问题 尚 有 待 进一步 的 研究 ， 预 期 在 
今后 相当 一 段 长 的 时 间 内 ， 无 论 在 理论 上 还 是 在 数值 解法 上 ， 都 将 是 
非常 热门 的 研究 对 象 ， 

方程 组 (3.4) 一 (3.5) 中 p 这 个 未 知 函 数 和 div ww = 0 这 个 方程 ， 
使 该 方程 组 从 数学 形式 上 看 有 一 种 不 太 自然 的 面 狐 .求解 该 方程 组 最 
通常 的 办 法 ， 就 是 根据 法 国 科 学 院 院 士 勒 雷 (J. Leray) 的 开创 性 的 工 
作 ( 见 [13]), 选择 合适 的 函数 空间 ， 将 这 些 不 自然 的 东西 吸收 到 空间 
中 去 ， 使 问题 在 数学 上 有 一 个 “ 干 干净 净 ” 的 面貌 例如 ,在 [2 空间 
考察 上 述 初 - 边 值 问题 (3.4) 一 (3.7). 令 五 = (ZL2(02))3, 可 将 歼 进 
行 正 交 分 解 . 在 第 一 章 引 理 6.3 中 ,我们 曾 证 明 : 任 一 向 量 场 均 可 分 解 
为 纵 场 与 横 场 的 到 加 .实际 上 对 上 述 分 解 得 到 的 横 场 我 们 还 可 以 提出 
更 高 的 要 求 . 


引 理 3.1. 设 取 为 但 中 适当 光滑 的 向 量 场 ， 那 么 以 可 唯一 地 表 
示 为 如 下 形式 


w= w+ gradp, (3.8) 
其 中 也 满足 


wn 二 0， 在 人 上， (3.9) 


而 NV 是 1 上 的 单位 外 法 线 向 量 . 


| div tw = 0, 在 人 2 内 ， 


证 明 , 首先 注意 ， 若 (3.9) 式 成 立 ， 则 tw 必 与 任何 gradp 在 五 
中 正 交 ,事实 上 ， 利 用 格林 公式 ， 有 


hw * grad pdz = flw ‘Nn)pds 一 hiv w)pdz = 0. 
现 证 明 分 解 式 (3.8) 的 唯一 性 . 若 存在 tw1 、 Di 及 W2 、po 均 使 (3.8) 
式 成 立 ， 那 么 
1 一 2 十 grad(Dl — p2) = 0. 
将 上 式 两 端 与 wi 一 tw2 作 数 量 积 ， 并 在 人 2 上 积分 得 
/ lw 一 1w2l dz 十 /oo — WwW2). grad (pi1 一 Do)jdz = 0, 
从 而 利用 wi 一 tw2 与 grad (pl 一 po) 在 玉 中 的 正 交 性 ， 有 


ao 一 1w2llp = 0， 
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即 tw1 = 2Ww2. 至 于 p 的 确定 ， 当 然 允许 相差 一 个 常数 ， 但 这 不 影响 分 
解 式 (3.8) 的 结 

考察 如 下 的 诺 依 曼 (Neumann) 问题 : 
| Ap = divu， 在 人 2 内 ， 


Pn 在 工 上 . 
On 


因为 
|divudr = {unds, 


上 述 问题 在 相差 一 个 任意 常数 的 意义 下 ， 存 在 唯一 解 (参见 [1]). 对 这 
样 求 得 的 p, 取 也 二 久 一 gradp, 易 知 满足 (3.9) 式 . 这 就 得 到 了 所 要 
求 的 分 解 式 (3.8). 引 理 证 毕 . 


对 一 般 的 人 € 吾 , 可 以 证 明 ( 见 [ 辐 ), 4 仍 可 唯一 地 表 为 (3.8) 的 
形式 ， 其 中 ww € Hi,， 

H, = {w [we ,fw grad dz = 0,Vo < H'(0)}, 
而 PE HH1(0[2), 这 儿 及 1(0) 为 通常 意义 下 的 索 波 列 夫 (Sobolev) 空 
间 . 这 说 明 互 可 分 解 为 如 下 两 空间 的 直 和 : 

H= H,®H;., 
其 中 
H; = {f|f= gradp,pe H'(M)}. 

显然 ， 右 。 及 Hi 这 两 个 吾 中 的 子 空间 是 互相 正 交 的 . 

记 PP 为 从 是 到 器。 中 的 投影 算 子 : 

Pu=w, vueH, 

其 中 Ww € 及 。 由 4 的 分 解 式 (3.8) 给 出 ,将 投影 算 子 已 作用 到 方 


程 组 (3.4) 的 两 边 (为 简单 计 ， 不 妨 设 五 二 0), 注意 到 (3.5) 意味 着 
wu E Ho, 于 是 


一 = Pgradp = 0， 
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Ou 3 Ou 
- 一 一 一 一 | . 3.10 
P 号 之 如 ( ) 


对 方程 组 (3.10) 连同 初始 条 件 (3.6) 及 边界 条 件 (3.7) 可 用 通常 的 人 
辽 金 (Galerkin) 方法 或 算 子 半 群 方法 讨论 其 解 的 存在 性 . 

如 果 只 限于 二 维 的 流动 ， 即 设 ws 三 0, 而 wi, tz 及 也 又 只 与 十 
Z1, 7Z2 有 关 ， 就 得 到 二 维 纳 维 - 斯 托 克 斯 方程 组 


2 
~ 一 AAA 十 二 “党 十 gradp = 及 
div = 0, 
其 中 4% 二 (Wi, Ww2)". 对 这 个 二 维 方程 组 的 上 述 混合 初 - 边 值 问题 ,已 
证 明了 其 整体 解 的 存在 唯一 性 ， 其 存在 性 与 唯一 性 的 空间 是 一 致 的 . 
但 是 对 三 维 的 情形 ， 虽 然 已 分 别 有 存 在 性 与 唯一 性 的 结果 ， 但 二 者 的 
空间 还 不 能 合拢 ， 问 题 还 没有 得 到 完满 的 解决 . 

关于 纳 维 - 斯 托 克 斯 方程 组 已 有 好 几 本 专著 ， 有 兴趣 的 读者 例如 
可 参阅 [5] 、 [15] 及 [16] 等 


34. 激 波 


本 节 考 察 一 维 理想 流体 力学 方程 组 (1.87) 一 (1.89) 的 强 间断 解 ， 
即 激 波 ， 为 叙述 简单 计 ， 设 已 = 0. 


4.1. 间断 连接 条 件 

微分 形式 的 方程 组 (1.87) 一 (1.89) 只 对 光滑 区 域 中 的 解 成 立 ， 在 
解 的 间断 线 上 ， 它 们 不 再 有 效 ， 但 导出 微分 形式 方程 组 的 积分 形式 的 
守恒 律 (1.9) 、 (1.11) 与 (1.18) (应 化 为 一 维 形 式 0) 仍然 成 立 . 我 们 
可 以 直接 由 这 样 的 积分 守恒 律 ， 导 出 分 块 光 滑 的 解 在 其 间断 线 上 应 满 
足 的 连接 条 件 . 

首先 作 一 个 一 般 性 的 考察 . 

任何 一 维 的 积分 形式 的 守恒 律 ， 均 可 写 为 如 下 形式 : 


/ f(ta, 1)dz — / Hisz)dz 
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t2 t2 
一 / g(t, x1)dt 一 / qlt, r2)dt, 
t1 Jt1 
V(Z1 T2), Vi < ta. (4.1) 
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(4.1) 式 又 可 与 为 
¢ fdr ~ gdt = 0, (4.2) 
I 


其 中 大 为 由 图 3 给 出 的 矩形 回路 .由 此 不 难 推出 ， (4.2) 式 对 (t, 工 ) 
平面 上 的 任 一 封闭 曲线 二 成立, 


由 格林 公式 知 ， 如 果 了 与 4 光滑， 那么 (4.2) 式 给 : 


Of 0gq 
上 已 + |) dzdt = 0， (4.3) 
其 中 人 为 入 所 围 的 区 域 .由 人 2 的 任意 性 ， 就 得 到 
of Og 
计 + 于 =0 (4.4) 
这 就 相应 的 微分 形式 的 守恒 律 . 在 及 4 光滑 的 区 域内 , 它 与 (4.1) 


或 (4.2) 等 价 . 

设 二 Z(t) 为 一 条 间断 线 ， 了 与 g 在 此 曲线 外 连续 ， 在 其 上 有 
第 一 类 问 断 . 为 了 得 到 f 及 g 在 间 断 线 上 应 满足 的 连接 条 件 ， 作 如 图 
4 所 示 回 路 了 并 在 其 上 运用 (4.2) 式 ， 有 
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z(t1)+e z(t2)+e 
[i fn)de — ho ”f(ta, 72)dz 
(ti1)—s x 


+ )+E) 了 — g(t, Z(t) +e))dt 


- 三 Gazg- ao) — a(t, z(t) — e))dt = 
vt t 
令 EE 一 0, 由 上 式 得 出 
t2 d 
[A [dt=0, vi < 多 
再 注意 到 二 及 二 的 任意 性 ， 就 得 到 在 了 = T(t) 上 成 立 


[f= -lqd=0, (4.5) 


dt 


其 中 [有 | = 所 一/- 为 越过 间断 线 攻 = zx(t) 的 路 度 , 而 fi = 
f(t, z(t) 二 0), f- = f(t,z(t) 一 0), [q] 的 意义 相同 . 条 件 (4.5) 称 为 
间断 连接 条 件 . 它 是 和 形 如 (4.4) 的 守恒 律 微分 方程 相 匹 配 的 . 

将 (4.5) 式 用 于 方程 组 (1.87)- 一 (1.89), 得 


| j 守 - pu), (4.6) 
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[p 和 = [ou 十 中 (4.7) 


1 ,dz 1 。 
[pet pu = l(pet sp + p)ul. (4.8) 
这 些 间 断 连 接 条 件 通 称 为 兰 金 - 雨 果 尼 奥 (Rankine-Hugoniot) 条 
件 . ] 
记 VU = 村 为 问 断 的 传播 速度 ， 另 外 记 


一 一 = 人 一 局 


(4.6) 一 (4.8) 可 改写 为 


P-V— 二 p+rv+, (4.9) 
p02 +p- = prv? + pi, (4.10) 
1 1 
(p-e- 十 50-0 十 p-)v- = (p+e+ 十 FP+0+ t+p+)vr. (4.11) 
记 m= pv = prv+. 
车 m 三 0, 我 们 称 间断 线 xX = z(t) 为 接触 间断 . 对 接触 间断 ， 
Vv- 三 V4 二 0, 即 wi 二 WW 二 0V, 所 以 该 间断 线 随 流体 以 同一 速度 运 
动 ， 无 流体 越过 间断 线 ， 此 时 ， 由 (4.10), p_ = p4, 但 p- 关 py ( 否 
则 不 出 现 间 晰 ). 
着 m 了 关 0, 我 们 称 间 断 线 x 二 z(t) 为 激 波 . 对 于 激 波 ，u_ 天 0 
V+ 关 0, 因而 流体 越过 间断 线 ， 我 们 用 下 标 “0” 表 示 流 体 越过 间断 前 
的 状态 , 用 下 标 “1” 表 示 流 体 越过 激 波 后 的 状态 . 由 (4.9) 一 (4.11) 有 


povo = p1v1 = m, (4.12) 

po 只 十 po = p1v? + p1, (4.13) 
1 1 

(poeo 十 ov 士 pojuo = (piel 十 F0101 +pijvi. (4.14) 


下 面 我 们 从 (4.12) 一 (4.14) 式 中 消去 vo, v1, 从 而 得 到 热力 学 量 
在 越过 激 波 时 应 满足 的 方程 . 由 (4.12) 与 (4.13) 式 有 


m= -2 (4.15) 
vo 一 2 
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1 
由 了 一 p 将 20 = MTo, Vi = MN 代入 上 式 得 


m= 2 (4.16) 
70 一 7 了 


注意 mm” = povoplul, 上 式 又 可 写 为 


Vov1 二 Pa (4.17) 
1 
利用 (4.12) 并 注意 到 了 = 7 又 可 将 (4.14) 式 改写 为 


1 2 1 ，» 
(poeo 十 5 Povo)To 一 (piei 十 FO1WVIT = PIT1 ~ 2070， (4.18) 


但 
1 

a( 
(eo 一 el) 一 3(po 一 PI1)(7o 十 克 )， 


20 一 v1 ) (vo 十 v1) 十 e0 一 el 


(4.18) 式 左 端 一 


| 


其 中 最 后 一 步 ， 利 用 了 (4.12) 与 (4.15) 式 . 这 样 ， (4.18) 式 就 可 改 
写 为 


€1 一 0 十 5(Do + Pi)(n — 70) = 0., (4.19) 


(4.19) 式 称 为 激 波 上 的 雨 果 尼 奥 方程 或 热力 学 激 波 条 件 ， 它 只 依赖 
于 热力 学 量 7 与 p, 而 与 v (从 而 与 4) 无 关 . 
车 记 
1 
H(7,p; 70, po) = e(7,p) 一 e(70, po) 十 3 (Po +p)(7 — 7o), (4.20) 
并 称 其 为 雨 果 尼 奥 函数 , 那么 雨 果 尼 奥 方程 (4.19) 可 简单 地 写 为 
H(n, pi; 7o, po) = 0. (4.21) 
对 多 方 气体 ， 状 态 方程 具有 如 下 形式 


1 
e 一 7 一 T27 (4.22) 
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这 样 ， 由 《4.20) 式 ， 其 雨 果 尼 奥 函数 满足 
2 H(T,p; To0,p0) = (7T — HOT0)p — (To — HT)po,; (4.23) 


其 中 / = (7 一 1)/(Y+1) . 上 式 说 明 , 对 多 方 气体 ,曲线 有 (7,p; To, po) 
二 0 为 一 条 过 点 (70,po) 的 双 曲 线 ( 见 图 5). 


Ht, pi; To, po)=0 


4.2. 炳 条 件 

为 了 保证 所 建立 的 理论 足以 刻画 包含 激 波 的 流 场 ， 必 须 考 虑 解 的 
唯一 性 问题 ,间断 连接 条 件 (4.6) 一 (4.8) 能 否 保证 一 维 理 想 流体 力学 
方程 组 (1.87) 一 (1.89) 定 解 问题 (如 初 值 问题 ) 间断 解 (或 更 一 般 地 ， 
弱 解 ) 的 唯一 性 呢 ? 回答 是 | 在 下 面 例 4.1 中 ， 我 们 将 以 一 个 简 
单 的 方程 为 例 来 说 明 这 一 点 . 

现在 完 从 物理 的 角度 导 宁 这 个 问题 方程 (1.87) 一 (1.89) 以 及 相 
应 的 间断 连接 条 件 (4.6) 一 (4.8) 分 别 描述 流体 在 流动 过 程 中 所 满足 的 
质量 、 动 其 及 能 其 守恒 定律 . 能 基 守 恒定 律 就 是 热力 学 第 一 定律 . 但 作 
为 一 个 实际 发 生 的 流体 流动 过 程 ， 还 必须 满足 判定 一 个 热力 学 过 程 能 
人 否 得 以 进行 的 热力 学 第 二 定律 .由 81 知道 ， 在 光滑 的 流 场 中 ， 理 想 流 
体 的 能 其 守恒 定律 与 炉 守 恒定 律 等 价 ,越过 激 波 ， 流 体 的 炉 是 否 仍 守 
恒 呢 ? 让 我 们 来 看 多 方 气体 的 情况 ， 若 越过 激 波 简 仍 守恒 ， 就 应 有 


DPIO1 一 Dop0 7 或 2 一 Do707 
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但 一 般 ， 曲 线 p77 = po78 与 由 (4.23) 式 给 出 的 吾 (7, pi 70, po) 所 形 
成 的 雨 果 尼 奥 曲线 右 (7T,p; 70, po) = 0 不 重合 ， 因 而 流体 越过 激 波 不 
是 一 个 等 炉 过 程 . 对 实际 流体 而 言 ,所谓 激 波 是 指 流体 的 压力 、 速 度 及 
密度 等 在 一 个 狭小 的 范围 内 产生 剧烈 的 变化 . 由 82 中 对 粘性 流体 的 考 
察 可 以 看 出 ， 此 时 即使 粘性 系数 很 小 ， 粘 性 摩擦 所 产生 的 效应 已 不 能 
再 忽略 ， 因 而 这 相当 于 一 个 不 可 道 的 过 程 ， 流 体 越过 激 波 时 炉 应 该 增 
加 (参见 附录 二 ). 

下 面 我 们 讨论 如 何在 数学 上 方便 地 描述 越过 激 波 炉 增 加 这 一 热力 
学 条 件 ， 先 考察 如 下 最 简单 的 非 线性 守恒 律 方程 . 


例 4.1. 对 方程 
Ou 0 /ww 
守 + 右 ( 扩 ) =0, ZzER,t>d0, (4.24) 
其 间断 连接 条 件 (4.5) 为 


叶 时 |=0 


即 
dr Uwur 
一 二 5 (4.25) 
相应 于 如 下 的 两 个 初始 条 件 
0,，Zz<0, 
u(0, 1) = | 1, x>0 (4.26) 
及 
1, Zz<0, 
(0, 2) = | 0，z>0. (4.27) 
我 们 可 以 分 别 构造 出 方程 (4.24) 的 两 个 满足 间断 连接 条 件 (4.25) 的 
间断 解 ， 
0,， zit, 
ult, £7) = (4.28) 
1，Zz>#t 
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1, zat, 
0，Zz 之 失 . 


对 于 解 (4.28), 其 间断 线 z 一 寺 两 侧 的 特征 线 (由 GE 一 以 定义 ) 均 
向 上 伸展 ， 即 指向 二 增加 的 方向 ( 见 图 6); 而 对 于 解 (4.29), 其 间断 线 
2 = 让 两 侧 的 特征 线 均 向 下 伸展 ， 即 指向 t 减少 的 方向 ， 直 至 初始 轴 
4 一 0 ( 见 图 7) 由 于 (4.24) 的 解 沿 特征 线 GZ = u 取 芝 数值， 因而 内 
t 二 0 时 给 定 的 初 值 (4.27) 可 沿 特征 线 来 决定 t+ > 0 时 的 解 (4.29)， 
而 解 (4.28) 则 不 能 利用 初 值 (4.26) 沿 特征 线 来 决定 . 按 因果 性 原则 
( 它 本 质 上 就 是 关于 时 间 的 不 可 逆 性 ), 在 t > 0 时 的 解 及 激 波 应 由 初始 
数据 确定 ， 而 不 应 由 “将 来 ”确定 . 这 样 ， 我 们 有 理由 认为 ， 由 (4.29) 
给 出 的 解 是 合理 的 ， 而 由 (4.28) 给 出 的 问题 (4.24) 与 (4.26) 的 解 ， 
不 符合 因果 性 原则 ， 应 巴 按 弃 . 事实 上 ， 对 初始 条 件 (4.26), 我 们 还 可 
以 构造 出 方程 (4.24) 的 另 一 个 解 ， 


1, zt, 
u(t, XT) = 4 Zz/t, Ogret, (4.30) 
0， zr<0. 
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我 们 通常 称 它 为 中 心 芍 散 波 (参见 图 8). 这 样 ， 只 有 放弃 由 (4.28) 式 
给 出 的 解 ， 才 有 可 能 保证 满足 间断 连接 条 件 的 间断 解 的 唯一 性 . 

基于 以 上 讨论 ， 我 们 转 而 来 考察 一 维 气体 动力 学 方程 组 (1.87) 一 
(1.89). 其 特征 方程 的 根 为 


入 1 二 UC, 入 2 一 ?2 入 3 二 以 十 C. (4.31) 


相应 于 以 上 特征 根 的 特征 曲线 ， 则 分 别 由 以 下 三 式 确定 ， 


dz dx dz 

-一 二 2 一 C， 一 一 2 大 二 4 十 和 (4.32) 
作为 越过 激 波 业 增 加 条 件 在 数学 上 的 一 种 描述 ， 拉 克 斯 (P. D. Lax) 
提出 如 下 的 激 波 不 等 式 : 在 激 波 间断 的 两 人 出， 对 某 个 KE {1,2, 3}, 成 
立 


和 Az(U+C+) < L < A (U, c-), (4.33) 
和 Ap- yc-) <U < Mri(u, cr), (4.34) 
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其 中 U 为 激 波 传播 的 速度 . 在 有 二 1 时 (4.34) 式 左面 的 不 等 式 以 及 
在 二 3 时 (4.34) 式 右面 的 不 等 式 均 是 不 需要 的 . 满足 这 组 不 等 式 
的 激 波 间 断 称 为 及- 激 波 . (4.33) 与 (4.34) 式 有 时 亦 称 为 粹 不 等 式 
或 灶 条 件 . 

对 于 激 波 , 由 (4.12) 式 知 vo, v1 同 号 . 车 v0, v1 均 为 负 ， 说明 流 
体 由 右 向 左 越过 激流 ， 也 就 是 说 激 波 相对 于 流体 向 右 传播 ， 此 时 我 们 
称 激 波 为 右 传播 激 波 . 类 似 地 ， 若 V0, Wi 均 为 正 ， 则 称 其 为 左 传播 激 

现在 我 们 说 明 ， 对 一 维 气体 动力 学 方程 组 , 不 存在 2 一 激 波 ， 即 不 
存在 激 波 间 断 使 (4.33) 一 (4.34) 对 让 二 2 成立. 事实 上 ， 若 激 波 为 右 
传播 的 ， 那 么 由 2 的 定义 ， 有 


to, 2 <U; 


若 激 波 为 左 传播 的 ， 则 
Wo, Ul 之 U. 


所 以 无 论 是 娜 种 情况 ， (4.33) 均 不 可 能 对 有 = 2 成 立 . 类 似 地 ， 容 易 
证 明 ， 不 存在 右 传播 的 1 ~ 激 波 与 左 传播 的 3 - 激 波 . 这样， 对 一 维 
气体 动力 学 方程 组 ， 只 可 能 有 左 传播 的 ] ~- 激 波 及 右 传播 的 3 一 激 波 . 
一 激 波 称 压缩 的 ,， 若 流体 越过 激 波 后 的 压力 大 于 其 越过 激 波 前 的 

压力 ， 即 
Do < pi1. (4.35) 


对 于 粹 条 件 (4.33) 一 (4.34) 与 激 波 压缩 性 条 件 (4.35), 我 们 有 如 
下 结果 . 


定理 4.1. 对 多 方 气体 ， 一 激 波 为 压缩 的 充分 必要 条 件 为 该 激流 
满足 炉 条 件 (4.33) 一 (4.34). 


证 明 ”该 定理 的 证 明 分 以 下 几 步 来 完成 . 

1 乞 体 在 涪 波 前 后 两 侧 相对 于 注 流 的 传播 速度 0 及 凡 分 列 为 
超 音速 与 亚 音速 的 ， 

事实 上 ， 由 (4.12) 与 (4.14) 式 有 


1 1 
3 + eo + Por = 307 + e1+ pin. (4.36) 
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将 让 二 (7 一 DD/(Y+ 了 ),e=p7/(Y 一 1) 以 及 C= ?pr 代入 上 式 得 
Woot (lp = 0 + (pe) (4.37) 


以 cz 表 上 式 两 端的 公共 值 ， 则 
(I-22)(W— = 


-AA)=% 


以 上 两 式 说 明 

|2o| > co 等 价 于 jvol > Cr， (4.38) 

ji| > cl 等 价 于 jui| > cc. (4.39) 
由 定义 cx 的 (4.37) 式 右 端 ,并 注意 0 = ypini 及 (1 一 Hp2)7 = 1+p2， 
我 们 有 

pcx = Hp 十 Pi) + pi. 


类 似 地 ， 可 得 
2 2 2 
poc* = HH (povi 十 Do) 十 20. 


将 以 上 两 式 相 减 并 利用 (4.13) 式 ， 得 


= (4.40) 
Pi— po 
将 (4.40) 式 与 (4.17) 式 相 比 较 ， 有 
cx = vovi. (4.41) 


(4.41) 式 称 为 普 朗 特 (Prandtl) 关系 式 . 由 普 朗 特 关系 式 以 及 (4.38) 
与 (4.39) 式 即 得 所 需 的 结论 . 


2" 一 激 波 为 压缩 的 充 要 条 件 为 

po < 01. - (4.42) 
这 一 结论 由 压缩 激 波 的 定义 以 及 (4.40) 式 立 即 可 得 . 
3° 非 压 缩 激 波 不 满足 炉 条 件 (4.33)—(4.34). 


136 第 二 章 流体 力学 

由 2° 知 ,对 非 压缩 激 波 pl < po. 设 激 波 为 右 传 播 的 , 即 v0, v1 < 0. 
那么 由 前 述 讨 论 知 ， 箭 条 件 (4.33) 一 (4.34) 不 可 能 对 天 = 1,2 成 立 . 
下 面 我 们 证 明 ， (4.33) 对 有 = 3 亦 不 可 能 成 立 . 不 难 直 接 验证 ， 
对 由 雨 果 尼 奥 方程 右 (7, p; 70, po) = 0 确定 的 函数 p 二 p(T7) 而 言 ， 
c 二 YYP(7T)T 为 的 严格 减 函 数 ， 从 而 c(p1) < c(po)， 此外， 由 
(4.12) 式 必用 < v0 < 0. 因此 


Vi 二 +c(p1) < vo 十 c(po). 
但 由 1? 知 ， 此 时 必 有 


lvi| > ec(p1), juo| < c(po). 


V1 十 c(p1) <0<wvo+ c(po), 


ui+e(p) <U < vot cpo). (4.43) 


对 右 传 播 激 波 ， “0” 是 右 状态 “十 ”， 《7 是 左 状态 “一 这 样 (4.43) 
与 大 一 3 时 的 不 等 式 (4.33) 矛盾 ， 对 左 传播 激 波 可 类 似 地 讨论 ， 


4° 压缩 激流 满足 粹 条 件 (4.33) 一 (4.34). 
由 2°%, 对 压缩 激 波 pl > po， 仍 设 激 波 为 右 传播 的 .此 时 应 有 
20 < vi < 0, 而 且 c(p1) > c(po). 这 样 
Wit ec(pi) > vo + c(po). 
由 1? 知 ， 此 时 必 有 


|vo| > v(po), lo < c(p1). 


二 +c(pi)>0>wi+t c(po), 


Vi+ ce(p1) > U > wo + c(po). (4.44) 
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这 正 是 天 = 3 时 的 不 等 式 (4.33). 因为 激 波 是 右 传播 的 , 所 以 v1 < 0， 
即 ul < U, 这 就 是 上 二 3 时 的 不 等 式 (4.34). 所 以 六 条 件 (4.33) 一 ， 
(4.34) 成 立 ， 对 左 传播 激 波 可 以 类 似 地 讨论 ， 定 理 4.1 证 毕 . 


炉 条 件 (4.33) (4.34) 和 物理 炉 之 间 的 关系 , 由 下 面 的 定理 给 出 . 


定理 4.2. 对 多 方 气体 ， 激 波 满足 业 条 件 (4.33) 一 (4.34) 的 充 要 
条 件 为 越过 激 波 9 增加 ， 即 


91 > So. (4.45) 


证 明 ”由 定理 4.1 知 , 激 波 满足 炉 条 件 (4.33) 一 (4.34) 的 充 要 条 


件 为 
ni<n. (4.46) 


所 以 ， 由 多 方 气体 箭 的 表达 式 (1.27) 知 ， 为 证 明 (4.45) 式 ， 只 要 证 
明 对 由 雨 果 尼 奥 方程 万 (7, p; 70, po) 二 0 确定 的 函数 p = p(T7), 函数 
p(T7)7TY 是 7 的 严格 减 函数 ， 对 此 ， 类 似 于 定理 4.1 的 证 明 ， 不 难 由 
及 (7,p; mo, po) 的 表达 式 (4.23) 直接 验证 .定理 4.2 证 毕 . 


对 于 多 方 气体 ， 定 理 4.2 说 明 ， 激 波 上 满足 的 业 不 等 式 (4.33) 一 
(4.34) 与 气体 越过 激 波 时 炉 增加 这 一 物理 事实 等 价 ， 若 讨论 的 范围 不 
局 限于 多 方 气体 ， 可 以 证 明 ， 这 一 结果 对 纶 激 波 亦 是 成 立 的 ( 见 | 旨 ). 
所 谓 弱 激 波 ， 是 指 其 强度 、 即 物理 量 越过 激 波 时 的 路 度 充 分 小 的 激 波 . 

最 后 ， 为 了 进一步 说 明 激 波 是 一 种 压缩 性 的 现象 ， 我 们 给 出 以 下 
结果 . 


定理 4.3, 对 多 方 和 气体 ， 注 波 满足 炳 条 件 (4.33) -一 (4.34) 的 充 要 
条 件 为 在 激 波 两 侧 成 立 
WU. > Wr. (4.47) 


证 明 ”由 定理 4.1 知 , 激 波 满足 炉 条 件 (4.33) 一 (4.34) 等 价 于 越 
过 激 波 成 立 
pi > po. (4.48) 
设 激 波 为 右 传播 的 ， 即 成 立 vo, vi < 0. 此 时 , 由 (4.12) 式 可 见 ， 
条 件 (4.48) 等 价 于 
Vo < V1, (4.49) 
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即 

Ug < ui. (4.50) 
但 对 于 右 传播 激 波 ， 标 之 以 “0” 的 是 右 状 态 “ 十 ”, 而 标 之 以 “1” 的 是 
左 状态 “一 ”. 所 以 (4.50) 就 是 (4.47) 式 . 


对 于 左 传播 激 波 可 以 类 似 地 证 明 . 定理 4.3 证 毕 . 
85. 一 维 流体 力学 方程 组 的 拉 格 朗 日 形式 


5.1. 引言 

在 前 面 推导 理想 流体 及 粘性 热传导 流体 动力 学 方程 组 时 , 我 们 将 描 
述 流体 运动 状态 的 量 表示 为 时 间 守 及 空间 笛 卡 儿 坐 标 2 二 (ZX1, Z2, 73) 
的 函数 来 进行 考虑 .这 样 建立 的 方程 组 称 为 欧 拉 形式 的 方程 组 . 它 的 
特点 是 在 任意 固定 的 位 置 (地 点 ) 来 考察 流体 状态 随时 间 t 的 变化 规 
律 . 但 还 有 另外 一 种 看 问题 的 方法 , 即 在 任意 固定 (但 在 运动 着 的 !) 流 
体质 点 上 观察 流体 状态 随时 间 上 的 变化 规律 . 这样 建立 的 方程 组 称 为 
拉 格 朗 日 形式 的 方程 组 . 简 言 之 ， 前 者 对 固定 在 空间 的 坐标 系 考察 问 
题 ， 后 者 对 男 定 在 质点 上 的 坐标 系 考察 问题 . 在 拉 格 朗 日 形式 下 , 描述 
流体 状态 的 其 将 表示 为 时 间 t 及 物质 坐标 ( 拉 格 庚 日 坐标 ) 的 函数 ， 而 
质点 在 空间 中 的 位 置 即 其 欧 拉 坐标 2 将 作为 时 间 及 质点 坐标 的 函数 
来 确定 . 采用 拉 格 朗 日 坐标 下 的 方程 组 在 一 维 运动 的 情形 将 带 来 较 大 
的 方便 ， 下 面 就 限于 考察 这 一 情形 . 


5.2. 拉 格 朗 日 坐标 

现在 指出 引入 拉 格 朗 日 坐标 的 方法 ， 阐 明 其 物理 意义 ， 并 给 出 拉 
格 朗 日 坐标 与 欧 拉 坐标 之 间 的 变换 关系 式 . 

由 连续 性 方程 


知道 
pdz 一 pudt 


是 一 个 全 微分 . 于 是 必 存 在 函数 mm = m(t, x) 使 得 


dm = pdz ~ pudt. (5.1) 


用 m 代替 x 为 新 的 自 变量 ( 另 一 个 变 基 仍 取 为 如 , 就 得 到 拉 格 庆 日 坐 
标 (#,m), 而 
t = 1, 


m = mt(t,z) 


一、 
Ol SI 
co D2 
、\ 、 一 


9 
就 是 欧 拉 坐 标 和 拉 格 朗 日 坐标 间 的 变换 式 . 由 于 p> 0, 而 全 ~ 一 
上 上 述 变 换 是 整体 可 道 的 ， 
这 样 引入 的 拉 格 朗 日 坐标 m 的 物理 意义 可 以 解释 如 下 . 由 (5.1)， 
我 们 可 取 


p; 


(7) 
m(t, z) = 人 0 pdz — pudt, (5.4) 


且 积 分 值 与 从 (0,0) 到 (t,z) 的 积分 路 径 无 关 ， 于 是 可 取 如 图 9 所 未 
的 特殊 路 径 OAB, 其 中 O4 为 + = 0 时 在 原点 的 质点 的 运动 规律 
Zz 二 Z(t) 在 (t,X) 平面 上 的 图 象 , 而 4B 为 过 B(t,x) 点 平行 于 Xx 轴 
的 直线 段 ， 这样 ， 


t,7) 一 一 . 

m(t, x) bs pdz — pudt (5.5) 
d 

由 于 在 OA 上， 一 二 因此 Joa pdz 一 pudt = 0; 而 在 4B 上 ， 


Alt, x1) BC xp) 
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dt = 0, 于 是 ， (5.5) 式 化 为 
ml(t, x+) = 广 pdz, (5.6) 


其 中 Z4 及 ZB 分 别 表示 4 及 B 点 的 欧 拉 坐 标 、(5.6) 式 右 端 表 示 
AB 间 的 流体 质量 ( 若 B 在 4 之 右 ， 其 值 为 正 ; 车 B 在 4 之 左 ， 
其 值 为 负 )， 设 t+ 时刻 在 B 点 的 质点 在 二 0 时 位 于 点 . 由 于 
时 刻 在 4 点 的 质点 在 t+ 二 0 时 位 于 原点 ， 由 质量 守恒 定律 ， m(t, 7) 
应 等 于 t= 二 0 时 OC 间 流 体 的 质量 .于 是 ， 拉 格 朗 日 坐标 m 表示 质 
量 , 而 m = 常数 则 表示 同一 质点 ， 故 7P 为 质点 坐标 . 若 过 C 点 画 出 
t = 0 时 在 C 点 的 质点 在 (人防 2) 平面 上 的 运动 规律 曲线 CB, 在 整个 
这 条 曲线 上 m = 常数 . 因此 ,由 欧 拉 坐标 ( 妃 Z) 过 渡 到 拉 格 朗 日 坐标 
(tm) = (t,m), 本 质 上 就 是 取 流 体质 点 在 (t, z) 平面 上 的 运动 规律 
曲线 作为 坐标 曲线 . 
下 面 说 明 欧 拉 坐 标 与 拉 格 朗 日 坐标 间 的 一 些 变换 法 则 ， 由 


dm = ~—pudt+ pdz, (5.7) 

df = dt, (5.8) 
有 

0 O 0 

Bm (5.9) 

O O 

Bi 一 0 有 (5.10) 
又 由 

dz = wudt +7dm, (5.11) 

dt = dt, (5.12) 
有 

2 一 马上 5.13 

OH 0 (5.13) 

9 O 


万 一 一 To (5.14) 


变换 式 (5.9) 一 (5.10) 和 (5.13) 一 (5.14) 给 出 了 对 (已 Z) 的 偏 导 数 与 
对 (tm) 的 偏 导数 间 的 变化 规律 . 

此 外 , 由 (5.11) 式 知 ,在 已 知 拉 格 朗 日 坐标 (tm) 后 ， 欧 拉 坐 标 
2 可 由 下 式 得 到 : 


(t'sm) 
2Z 一 / udt + Tdm. (5.15) 
(0,0) 
而 在 已 知 欧 拉 坐标 (t,Y) 时 ， 拉 格 朗 日 坐标 m2 则 可 由 (5.4) 式 求 得 . 


5.3. 一 维 理想 流体 力学 方程 组 的 拉 格 朗 日 形式 
在 欧 拉 坐标 下 的 一 维 理想 流体 力学 方程 组 可 写 为 


Op 90 加 
ri Bz (OY) = 0, (5.16) 
Ou Ou lop 

OS DO9 

到 十 us = 0 (5.18) 


( 见 (1.90) 一 (1.92)). 引入 拉 格 朗 日 坐标 (tm), 就 可 以 按照 前 述 的 坐 
标 变 换 式 化 为 拉 格 朗 日 坐标 下 的 相应 的 方程 组 这儿 特别 注意 
20_0,..0_4d 
Or HH "Or dd 
恰 表 示 国 定 质 点 对 t 的 求 导 . 这 是 和 拉 格 朗 日 坐标 的 实质 一 致 的 . 

对 方程 (5.16) 的 转换 可 用 上 述 变 换 式 (5.9) 一 (5.10) 进行 . 更 
简单 的 方法 是 注意 到 (5.16) 式 已 用 来 定义 拉 格 朗 日 坐标 m, 即 说 明 
pdz 一 pudt 二 dm 为 一 全 微分 ， 它 现在 要 以 dz = udt 十 Tdm 为 一 
全 微分 的 条 件 来 代替 ， 从 而 应 有 


or Du 
而 由 (5.9) 一 (5.10) 式 易 知 ， (5.17) 与 (5.18) 两 方程 分 别 化 为 
Ou Op 
Wt 也， (5.20) 
OS 
-= 0. (5.21) 
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于 是 ,一 维 理 想 流 体力 学 方程 组 在 拉 格 调 日 坐标 下 的 形式 (对 连续 
可 微 流动 ) 为 


Or Ou 

ri 0, (5.22) 
Ou Op 

页 十 了 二 L, (5.23) 
OS 

到 =0 (5.24) 


这 里 为 方便 起 见 ， 仍 将 拉 格 朗 日 坐标 (tm) 记 为 (t,z). 
上 述 方程 组 较 之 原 方程 组 (5.16)(5.18) 具有 较为 简单 的 形式 ， 
(5.22) 与 (5.24) 是 线性 常 系数 的 方程 ， 整个 方程 组 的 非 线性 项 只 体现 


0 
在 2 中 (p = p(7, 93)) 特别， 方程 (5.24) 十 分 简单 ， 对 于 柯 西 问 
题 ， 只 要 已 知 5 的 初 值 
t=0:5= 5o(z)， (5.25) 


由 方程 (5.24) 就 有 5S = So(z). 这 样 ， 方程 组 (5.22) 一 (5.24) 就 化 为 
由 两 个 方程 所 组 成 的 方程 组 : 


Or Ou 
页 -到 = 0， (5.26) 
Ou 人 
喜 十 357P(T， oo(Z)) = (5.27) 


特别 对 均 炉 流动 5 三 常数 , 其 拉 格 朗 日 坐标 下 的 方程 组 具有 更 为 


而 - 寺 =0 (5.28) 
Ou 0 
页 十 B27) 一 已 (5.29) 


在 了 三 0 (外 力 为 零 ) 时 , 这 是 一 个 形式 简单 且 具 典型 意义 的 拟 线性 双 
曲 型 方程 组 ， 有 时 称 为 p 一 方程 组 , 至 今 仍 是 很 多 人 研究 的 对 象 . 
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5.4. 一 维 粘 性 热传导 流体 力学 方程 组 的 拉 格 朗 日 形式 
一 维 粘 性 热传导 流体 力学 方程 组 在 欧 拉 坐标 下 的 形式 为 
Op 


0 
t= 0 (5.30) 


Ou Ou 10p 101/,4 Ou 
7 太一 一 | 三 也 5.31 
BH "Or pOT DOxr 日 4 + (5.31) 


-二 人 (5.32) 


D7 Dr 5.33 
Ot’ Om 小 (5.33) 
Ou Op 0 oO 


Oe Ou Ou 0 aT 
or TPa p(S 十 4) 医 一 BD (mw 二) . (5.35) 
利用 (5.33), 第 三 个 方程 (5.35) 又 可 写 为 


+ -区 ) 芝 - (Sp+p) (总) 


OT Ot Or) om “3 Bm 
0 /07 5 36 
Om \" om) (5.36) 
仍 将 (#,m) 改写 为 (t,z), 得 
ar o_o 
Ot Or (5.37) 
Ou Op 0/.4 ,、Ou 
pr (7 th yp] = (5.38) 


oe Ou (人 Ou * 6 oT 
RP MaLtA) (mi) (i) (5.39) 


™~ 
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或 
e007 el (Sn 十 1 Ou 
7 F/Bz 
9 OF / 


这 比 原 欧 拉 形式 的 方程 组 (5.30)-(5.32) 具有 较为 简单 的 形式 . 

最 后 指出 ， 拉 格 朗 日 坐标 变换 能 使 原 非 线 性 方程 组 的 形式 变 得 比 
较 简 单 ， 因 为 它 是 一 个 和 解 有 关 的 变换 一 一 以 运动 规律 曲线 为 坐标 曲 
线 . 在 解 还 没有 求 得 之 时 , 要 具体 地 写 出 拉 格 朗 日 变换 是 不 可 能 的 . 但 
上 面 的 讨论 告诉 我 们 ， 只 要 解 存在 ， 总 可 以 进行 拉 格 朗 日 坐标 变换 ， 
并 将 方程 组 化 为 在 拉 格 庚 日 坐标 下 的 形式 . 而 只 要 解 出 在 拉 格 朗 日 从 
标 下 的 方程 组 ， 就 可 以 通过 其 道 变换 得 到 在 欧 拉 坐 标 下 的 相应 的 解 ， 
因此 整个 讨论 是 有 效 的 . 

为 了 求解 在 拉 格 朗 日 坐标 下 的 方程 组 ， 还 要 说 明 原先 在 欧 拉 坐标 
下 的 定 解 条 件 怎样 转化 为 在 拉 格 朗 日 坐标 下 的 定 解 条 件 . 例如 若 在 欧 
拉 坐 标 下 给 定 初始 条 件 


= 0:u= uo(7),p = po(7),T = To(Z)( 或 5 = So(z)), (5.40) 


那么 由 (5.4) 知 , 
m(0, x) = Do(Z)dqz. (5.41) 


由 上 式 可 得 到 在 初始 时 刻 t = 一 0 相应 于 zx 的 m 值 ， 从 而 可 解 得 
2 为 m 的 函数 ，Z 二 Xm). 于 是 在 拉 格 朗 日 坐标 下 的 初始 条 件 为 


t=0:u= Um),p = Pm),T= Tm) 或 5S = So(m)), 
(5.42) 
其 中 Uo(m) = uo(z(m)) 等 
在 欧 拉 坐标 下 沿 质 点 运动 规律 曲线 上 4 全 定 的 边界 条 件 ， 在 拉 格 朗 
日 坐标 下 具有 十 分 简单 的 形式 . 例如 对 方程 组 (5.33) 一 (5.35), 车 在 过 
原点 的 曲线 = zo(t) (zxo(0) = 0) 上 给 定 边界 条 件 ( 见 图 10) 


u = uo(t), 7T = Tt), (5.43) 


并 成 立 
bo(t) = wolt). (5.44) 


习 题 145 


在 转换 到 拉 格 郎 日 坐标 时 ， zz = Zo(t) 化 为 m = 二 0, 故 边界 化 为 直 边 
界 ， 而 边界 条 件 (5.43) 则 转化 为 


m=0:%u= ut),T = T7008). (5.45) 


这 就 大 大 地 简化 了 问题 ， 亦 是 引入 拉 格 朗 日 坐标 的 好 处 之 一 . 


习 是 


1. 试 证 明 : 当 流 场 为 无 旋 ， 即 rotw = 0 时 ， 理 想 流 体 的 欧 拉 方 
程 可 写 为 如 下 形式 : 


Ou u 1 
到 + grad 7 十 7gradP 一 五 
2. 试 证 明 : 如 果 质 量力 五 有 势 ， 即 存在 尹 使 局 = 一 grad $, 那 
么 理想 流体 的 能 量 守恒 方程 的 微分 形式 可 写 为 
10p 00 


d 22 pp 
HT t=- mHt 


3. 设 人 2 为 单 连通 区 域 ， 在 其 边界 下 上 给 定向 量 场 up. 则 在 万 
中 存在 速度 场 w 使 在 人 中 成 立 div wu 二 0, 且 该 速度 场 有 势 ， 即 存在 
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数量 场 使 4 = 二 一 grad 9; 并 在 疡 上 的 法 向 分 量 公 :人 2 三 2B 7 其 
充分 必要 条 件 为 

f us:nds =0, 

I 


其 中 ?2 为 单位 外 法 线 向 量 . 
4. 设 4 为 满足 第 3 题 中 条 件 的 解 . 证 明 为 如 下 变 分 问题 


1 ， 
wna hode 
的 解 ， 其 中 


A= {weC (nN) NCA divw=0, 在 2 中 | 
Ww n= us n, 在 上}. 


5. 设 流 场 中 流体 的 应 力 张 量 为 号 = {pi;}. 试 证 明 : 在 以 某 点 为 
中 心 、7 为 半径 的 球面 9 上 的 法 向 应 力 分 量 的 平均 值 , 在 一 0 时 
的 极限 为 该 点 正 应 力 的 平均 值 ， 即 成 立 


. 1 1 
tim 3 |. Pn, :nd5 = ja 十 p22 十 p33)， 


其 中 pu 由 (2.5) 或 (2.6) 式 定义 . 

6. 试 证 明 : 由 纳 维 - 斯 托 克 斯 方程 组 描述 的 流体 运动 一 般 总 是 有 
旋 的 ， 即 若 rotw 三 0, 则 纳 维 - 斯 托 克 斯 方程 组 (3.4) 一 -(3.5) 即 化 为 
欧 拉 方 程 组 (1.15). 

?7. 设 有 以 z 轴 为 轴 疝 的 等 横 截 面 管道 ,其 中 充满 着 沿 x 方向 流动 
的 不 可 压缩 的 理想 流体 , 在 每 一 模 截 面 上 流体 的 状态 相同 , 且 p = D(Z)， 
若 已 知 p(0) = pl p(Z) = pz, 且 pl > pz, 试 确定 管内 流体 的 速度 
(忽略 体积 力 ). 

8. 考察 固定 在 y= 二 0 与 y= 1 处 两 个 平板 之 间 的 定常 粘性 不 可 压 
缩 流体 沿 x 方向 的 流动 . 设 p= p(x), 且 已 知 p(0) = pi, p(L) = po， 
P1 > p2. 试 求 该 流 场 的 速度 w(Z,2) 与 压力 p(Z) (忽略 体积 力 ). 

9. 设 PC IR? 为 有 界 域 ， 也 为 纳 维 - 斯 托 克 斯 方程 组 (3.4) 一 
(3.5) 满足 边界 条 件 (3.7) 的 解 ， 其 中 体积 力 五 三 0. 证 明 流 体 的 动能 
随时 间 的 增加 而 减少 ， 即 


d 1 » 
一 一 < 
3 / id dz<0. 
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10. 试 证 明 ， 一 维 理想 流体 力学 方程 组 的 拉 格 朗 日 形式 (5.22) 一 


(5.24) 也 可 写 为 如 下 形式 


or 如 0 

ot Orz 

Ou Op 
现下 

9 2 a 

mt a) t= PY 


11. 对 由 第 10 题 中 给 出 的 拉 格 朗 日 形式 的 一 维 理想 流体 力学 
方程 组 ， 给 出 其 解 在 强 间断 线 上 应 满足 的 间断 连接 条 件 (假设 体积 力 
五 三 0). 

12. 设 函 数 L(éo, &1) “0 , En) 关于 变量 &o > 0, 1 “ ,En 为 严格 
凸 的 . 证 明 函 数 


M = LL(é0,€1...,é,) 


6o 
关于 变 基 
1 
No 6 1 6 ;Wn Go 
为 严格 是 的 . 
13. 试 引 进 新 的 未 知 函 数 ， 将 p 一 方程 组 
or _ ou 
Ot Dr 
Ou 0 


化 为 守恒 律 形式 的 一 阶 拟 线 性 对 称 双 曲 组 .这 里 假定 (7) < 0. 
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81. 等 离子 体 


磁 流 体力 学 研究 等 离子 体 这 种 导电 流体 在 电磁 场 中 的 运动 ， 为 此 
首先 对 等 离子 体 这 一 物质 的 第 四 态 作 一 初步 的 介绍 ， 并 指出 它 的 一 些 
今后 要 用 到 的 性 质 . 

我 们 已 经 知道 ， 任 何 物质 由 于 温度 、 压 力 等 条 件 的 不 同 可 以 处 于 
固态 、 液 态 或 气态 等 不 同 的 状态 . 这 是 物质 的 三 种 常见 的 聚集 态 . 它们 
在 一 定 条 件 下 可 以 互相 转化 . 如 果 温 度 继续 升 高 ， 物 质 的 状态 还 可 能 
发 生变 化 . 在 高 温 之 下 ( 几 万 度 或 几 十 万 度 ), 物质 的 分 子 与 原子 之 间 的 
运动 十 分 剧烈 ， 不 仅 彼 此 之 间 难 以 相互 束缚 ， 而 且 原 子 中 的 外 层 电 子 
因为 具有 相当 大 的 动能 ， 可 以 (至 少 有 一 部 分 ) 摆脱 原子 核对 它们 的 柬 
缚 , 成 为 自由 电子 , 而 原子 失去 自由 电子 则 成 为 带 正 电 的 离子 . 这 样 ， 
物质 就 变 成 了 一 团 由 电子 和 离子 组 合 而 成 的 混合 物 . 它 既 不 同 于 固体 
和 液体 ， 和 普通 气体 的 性 质 也 有 许多 本 质 上 的 区 别 . 它 是 物质 的 另 一 
种 全 新 的 聚集 态 ， 称 为 等 离子 体 , 也 称 为 物质 的 第 四 态 

具体 地 说 ， 等 离子 体 作为 发 生 了 电离 (无论 是 部 分 电离 还 是 完全 
电离 ) 的 气体 ,虽然 在 某 些 方面 跟 普 通气 体 有 相似 之 处 , 例如 描述 普通 
气体 的 宏观 物理 其 如 密度 、 温 度 、 压 力 等 对 等 离子 体 ( 即 电离 气体 ) 同 
样 适 用 ， 但 它 的 主要 性 质 却 发 生 了 本 质 的 变化 . 它 是 一 种 导电 率 很 高 
的 导电 流体 ， 受 电磁 场 的 影响 十 分 明显 ， 而 且 只 要 气体 中 的 电离 的 成 
份 超过 千 分 之 一 ， 它 的 行为 主要 就 由 离子 和 电子 之 间 的 库仑 作用 力 支 
配 ， 中 性 粒子 之 间 的 相互 作用 退 居 次 要 地 位 ， 鉴 于 这 种 聚集 态 中 电子 
的 负电 荷 总 数 和 离子 的 正 电荷 总 数 在 数值 上 是 相等 的 ， 宏 观 上 呈现 电 
中 性 ， 因 而 有 等 离子 体 之 命名 . 

由 上 可 见 ， 等 离子 体 就 是 电离 气体 , 它 由 电子 、 离 子 及 中 性 粒子 三 
种 成 份 组 成 . 由 于 在 常温 下 气体 热 运动 的 能 量 不 大 ,不 含 自发 电离 . 因 
此 在 我 们 日 常生 活 环境 中 的 物质 都 以 固 、 液 、 气 这 三 态 的 形式 存在 , 而 
不 以 等 离子 体 的 第 四 态 形式 存在 . 然而 ,在 茫茫 的 宇宙 中 却 有 99% 以 
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上 的 物质 是 等 离子 体 . 事实 上 , 在 太阳 中 心 温度 高 达 几 千 万 度 ， 那里 的 
物质 都 是 以 等 离子 体 状 态 存 在 . 类 似 于 太阳 的 许 许 多 多 恒星 、 星 系 以 
及 广阔 无 起 的 星际 空间 物质 都 是 等 离子 体 . 像 我 们 人 类 居住 的 地 球 这 
样 的 “ 冷 星球 在 字 窗 中 反倒 是 极 少数 . 

19 世纪 初 ,物理 学 家 已 开始 考虑 在 已 知 的 物质 三 种 聚集 态 之 外 还 有 
没有 在 性 质 上 有 本 质 区 别 的 第 四 态 ? 英国 物理 学 家 克 鲁 克 斯 (Crookes) 
在 1879 年 研究 了 真空 放电 管 的 放电 过 程 后 , 第 一 次 指出 了 物质 第 四 态 
的 存在 . 到 1929 年 朗 雇 尔 (Langmuir) 和 汤 克 斯 (Tanks) 第 一 次 引 
入 了 等 离子 体 这 个 名 称 ， 用 来 表示 物质 的 第 四 态 ， 即 完全 电离 或 部 分 
电离 了 的 物理 状态 . 从 20 世纪 30 年 代 到 第 二 次 世界 大 战 结 束 之 前 ， 
开展 了 对 大 气 中 电离 层 的 研究 ， 它 是 由 等 离子 体 构成 的 ， 40 年代 阿 
尔 文 (H. Alfvén) 建立 了 磁 流 力学 ， 并 成 功 地 应 用 于 空间 物理 和 天 体 
物理 ， 如 对 银河 系 、 星 云 和 太阳 的 研究 . 它们 在 极 高 的 温度 下 ， 都 是 由 
等 离子 体 组 成 的 ， 而 且 不 管 如 何 稀薄 ， 在 研究 大 规模 的 过 程 (大 尺度 ) 
时 ， 总 可 以 作为 连续 介质 来 处 理 . 这 些 研究 的 对 象 都 限于 宇宙 空间 和 
高 层 大 气 上 ， 似 乎 与 人 们 相距 太 远 . 如 果 仅 仅 限于 这 样 的 应 用 ， 等 离 
子 体 物理 及 磁 流体 力学 的 研究 可 能 不 会 受到 太 大 的 推动 . 后 来 ， 1945 
年 夏天 ， 在 日 本 广岛 和 长 崎 上 空 爆炸 了 两 颗 原 子弹 . 在 爆炸 的 上 空 ， 
首先 在 地 球 表面 形成 了 大 量 的 温度 高 达 几 百 万 度 的 人 造 等 离子 体 ! 以 
后 , 又 成 功 地 爆炸 了 氢弹 ,在 地 球 上 空 起 了 同样 的 作用 , 这 是 不 可 控制 
的 核 聚变 反应 ， 紧 接着 ， 前 苏联 、 美 国 、 英 国 等 几乎 同时 于 50 年 代 初 
期 各 目 秘 密 地 开展 受 控 核 聚变 的 研究 ， 使 等 离子 物理 及 磁 流 体力 学 的 
研究 掀起 新 的 高 潮 . 受 控 核 聚变 的 研究 是 很 吸引 人 的 课题 ， 它 以 海水 
为 原料 ， 提 取 和 毛 的 同位 素 和气 ， 在 近 亿 度 的 极 高 温度 下 发 生 热 核 反应 ， 
释放 巨大 的 能 量 . 这 种 能 源 的 原料 取 之 不 尽 ， 用 之 不 竭 ， 而 且 极 少 放射 
性 污染 , 是 一 种 十 分 理想 的 新 能 源 . 这 种 研究 一 旦 成 功 , 将 使 人 类 面临 
的 能 源 危 机 得 到 最 终 的 解决 . 它 有 赖 于 对 高 温 等 离子 体 物理 的 深入 研 
究 . 与 此 同时 , 由 于 人 造 了 卫星、 宇宙 火 箭 的 发 射 和 射电 天 文 望远镜 的 发 
明 ， 在 空间 物理 和 天 体 物理 之 间 的 观测 资料 也 大 大 丰富 起 来 ， 这 也 进 
一 步 推动 了 等 离子 体 物理 的 研究 ， 可 以 说 ， 天 体 物理 和 受 控 核 聚变 的 
研究 是 推动 磁 流 体力 学 这 门 新 兴学 科 的 两 大 主要 动力 . 

等 离子 体 的 一 个 基本 特性 是 电 中 性 . 前 面 已 说 过 , 由 电子 、 离 子 及 
中 人 性 粒子 组 成 的 等 离子 体 ， 在 宏观 上 是 中 性 的 ， 即 电子 的 负电 荷 总 数 
和 离子 的 正 电荷 总 数 相 等 . 不 仅 如 此 ， 等 离子 体 的 电 中 性 在 任 一 微 元 
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中 也 应 该 成 立 ， 即 正 仙 电荷 数 必须 处 处 相等 ， 在 任 一 微 元 中 正 负 电荷 
的 代数 和 均 为 零 . 这 是 因为 等 离子 体 对 电 中 性 的 破坏 非常 敏感 . 如 果 在 
等 离子 体内 某 处 一 旦 出 现 电 荷 分 离 ， 立 即 就 会 产生 巨大 的 电场 ， 促 使 
电 中 性 恢复 举例 来 说 ， 对 氢 等 离子 体 ， 用 me 和 mi 分 别 代表 其 电子 
和 离子 的 浓度 (单位 体积 中 的 电子 和 离子 数 ), 电 中 性 条 件 为 ne ~ ni. 
在 等 离子 体 中 即使 有 很 轻微 的 电荷 分 离 ， 即 电 中 性 稍 有 破坏 ， 将 产生 
巨大 的 电场 . 例如 考虑 一 个 半径 为 10mm 的 球体 ， 其 中 等 离子 体 的 浓 
度 为 ne 污 ni 多 10”/m3. 假定 由 于 某 种 扰动 使 得 百 分 之 一 的 电子 移 
到 此 小 球 之 外 ， 那么 小 球 内 离子 所 带 的 正 电 荷 就 多 于 负电 荷 ， 这 些 过 
剩 的 正 电荷 就 有 电位 分 布 . 计算 可 得 球面 与 球 心 之 间 (相距 仅 10mml) 
的 电位 差 将 高 达 640kV 伏特 ， 这 是 不 可 思议 的 ， 也 根本 不 可 能 . 因此 
等 离子 体 中 的 正 负 电荷 数 必须 处 处 相等 ， 不 能 偏离 ， 当然 , 这 也 不 是 绝 
对 的 ， 带 电 粒 子 的 热 运动 总 会 给 电 中 性 带 来 某 些 轻微 的 影响 . 但 只 要 
由 此 产生 的 电荷 过 剩 引 起 的 电场 非常 微弱 ， 以 至 于 对 等 离子 体 中 绝 大 
部 分 粒子 不 发 生 影响 ， 仍 可 认为 等 离子 体 满足 电 中 性 条 件 . 今后 我 们 
将 遵循 这 一 事实 . 
由 第 一 章 (7.12) 式 ， 我 们 知道 ， 对 于 媒质 有 


B= LH, 


其 中 4 二 Lirjo 为 磁 导 率 ， jzo 为 真空 中 的 磁 导 率 , 而 ji = 1 十 Xm 
为 相对 磁 导 率 ， 对 等 离子 体 ， 由 于 温度 极 高 ， 磁 化 率 x 宕 0, 因此 相 
对 磁 导 率 HUr 包工 为 简单 起 见 ， 今 后 恒 假 设 jw = 1, 于 是 


B= ,0H. (1.1) 
此 外 ,由 于 等 离子 体 是 一 个 良 导体 ,在 其 中 难以 建立 强 的 电场 妃 
因为 有 了 强 电 场 ， 立 刻 引 起 带电 粒子 及 电子 的 运动 和 重新 分 布 ， 这 就 


抵消 了 电场 . 因此 ， 相 对 于 卫 而 言 ， 妃 是 一 个 小 量 . 在 今后 ， 玉 将 
是 讨论 的 重点 .所 以 ， 对 这 种 电磁 流体 的 力学 通称 为 磁 流 体力 学 . 
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考虑 等 离子 体 这 样 的 连续 流体 媒质 ， 由 于 其 中 存在 大 量 的 带电 特 


子 ， 它 是 一 种 有 良好 导电 性 能 的 流体 . 它 在 电磁 场 中 的 运动 产生 电流 ， 
从 而 在 媒质 内 部 感 生出 电磁 场 , 而 引起 原 有 电磁 场 的 改变 ; 另 一 方面 ， 
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电磁 场 的 存在 又 对 运动 着 的 导电 等 离子 体 产生 作用 力 ( 洛 伦 兹 力 ), 这 
又 会 对 导电 等 离子 体 的 运动 产生 影响 ， 因 此， 这 就 产生 了 电磁 现象 和 
流体 动力 学 现象 的 复杂 的 相互 作用 . 这 样 ， 等 离子 体 在 电磁 场 中 的 运 
动 , 既 应 遵守 电磁 场 的 基本 运动 规律 , 又 要 遵守 流体 力学 的 运动 规律 . 
一 方面 , 在 流体 力学 方程 组 中 必须 加 入 电磁 力 的 作用 ; 另 一 方面 ,在 拱 
述 电 磁场 的 麦克 斯 韦 方程 组 中 必须 加 入 由 于 导电 流体 (等 离子 体 ) 运动 
所 产生 的 电流 . 这 就 必须 将 流体 力学 方程 组 和 麦克 斯 韦 方程 组 适当 耦 
合 起 来 . 这 样 联 立 起 来 的 方程 组 就 是 磁 流 体力 学 的 基本 方程 组 ， 称 为 
磁 流 体力 学 方程 组 . 


2.1. 考虑 到 导电 媒质 (等 离子 体 ) 的 运动 对 麦克 斯 韦 方程 组 的 修 


正 
媒质 中 的 麦克 斯 韦 方程 组 ( 见 第 一 章 (7.15) 一 (7.18)) 为 
div D = py, (2.1) 
rotE = -2 (2.2) 
divB=0, (2.3) 
rotH = 2 十 了 1， (2.4) 


其 中 D=eEB=H. 
由 (1.1) 式 ， (2.2) 及 (2.3) 式 可 分 别 写 为 
oH 
rotE = Ho gr (2.5) 
divH =0. (2.6) 


在 静止 媒质 的 情形 , 我 们 有 微分 形式 的 欧姆 定律 ( 见 第 一 章 (8.27) 
式 ) 
， IJ = 0 五 ， 
其 中 o 为 媒质 的 电导 率 . 这 儿 至 是 单位 正 电 荷 在 该 点 所 受 的 力 ,， 它 决 
定 了 相应 的 自由 电流 密度 向 基 jy. 现在 导电 媒质 本 身 在 运动 ， 其 速度 
为 wu. 由 洛 伦 兹 力 公式 ( 见 第 一 章 (3.19) 式 ), 附着 于 此 运动 媒质 上 的 
单位 正 电荷 所 受 的 力 为 


E+ux B= E+xouxH. 
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于 是 可 设 
js = 0(B+ HoOU x H). (2.7) 
上 式 中 的 0 设 为 常数 ， 而 且 由 于 等 离子 体 为 良 导 体 ，o 之 1. 
现在 考察 (2.4) 式 . 将 (2.7) 式 代入 可 得 


oD 
rotH = 去 +o(E+uou x H). (2.8) 


取 振 荡 形 式 的 电场 五 = eto, 其 中 Bo 不 依赖 于 t. 此 时 位 移 电流 
项 ( 设 < 为 常数 ) 


-一 = iewe!”t Eo, 


Ot 
而 . 
oF = -em 
由 上 两 式 可 见 , 若 o 污 ew, 即 一 “> 2, 位 移 电 流 项 将 不 起 作用 . 由 于 


a 交 1 故 除非 极 高 频 的 振 咽 , 上述 假设 总 成 立 ， 因 此 ， 在 方程 (2.4 
( 即 (2.8)) 中 可 以 忽略 位 移 电流 项 ， 而 将 其 写 为 


rotH=o(E+ou x H). (2.9) 


由 电动 力学 中 导出 麦克 斯 韦 方程 组 的 过 程 知 ， 引 入 位 移 电 流 项 是 为 了 


机 电 春 守 但 广 程 二 divjy 一 0 区 匹配 现在 这 一 假设 意味 着 要 求 
div jy 二 0. 这 只 要 在 rotH = 74 两 端 作用 散 度 算 子 div 即 可 得 . 这 
意味 着 电荷 不 可 能 堆积 ( 即 对 任 一 区 域 ， 在 一 定时 间 内 ， 流 入 的 电荷 等 
于 流出 的 电荷 ), 这 与 等 离子 体 在 任 -一 微 元 中 的 电 中 性 是 一 致 的 

下 面 讨论 的 目的 是 消去 方程 组 中 的 至 ,而 突出 对 磁 流 体力 学 起 关 
键 作用 的 五, 得 到 只 各 再 的 方程 组 ， 为 此 ， 由 (2.9) 式 解 得 


1 
五 = Frot 五 一 Lou x H. (2.10) 


将 其 代入 (2.5) 式 中 ， 就 得 到 


oH 


1 
= ootH+ rot(w x H). (2.11) 
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因为 rot rot 吾 = grad div 万 -和 A 妃 , 并 注意 到 (2.6) 式 ， 我 们 有 


oH 1 
一 二 一 — 2.12 
加 rot(wu x H) 5 AH (2.12) 


及 
divH =0. (2.13) 

这 是 磁场 强度 瑟 所 应 满足 的 方程 ， 但 其 中 包含 了 媒质 的 运动 速度 4. 
它 不 能 单独 求解 ， 必 须 和 流体 动力 学 方程 组 联 立 起 来 求解 . 

这 儿 指 出 ,方程 (2.13) 实际 上 可 化 为 对 初 值 的 要 求 ， 事实 上 ， 若 
有 初始 条 件 

t=0:H= Ho(zi, 72,73), 

且 成 立 div Ho = 0, 在 方程 (2.12) 两 端 作用 散 度 算 子 div, 并 注意 
div rot 三 0, 即 有 


0O,.. 1 
(dH) = Adiv H), 


t=0:divH(= div Ho) = 0. 
由 热传导 方程 柯 西 问题 解 的 唯一 性 ， 即 得 (2.13) 式 . 


2.2. 考虑 到 电磁 场 的 存在 对 流体 力学 方程 组 的 修正 
对 等 离子 体 ， 密 度 、 温 度 、 压 力 及 速度 等 物理 量 仍 有 意义 ， 质 量 守 
恒定 律 仍 为 连续 性 方程 ( 见 第 二 章 (2.22) 式 ) 


Op . 
如 + div (pu) = 0. (2.14) 
但 在 考虑 动 基 及 能 其 守恒 定律 时 ， 为 了 将 流体 及 电磁 场 作为 一 个 整体 
来 考察 ， 应 将 电磁 场 的 动量 及 能 基 以 及 相应 的 动量 流 密度 张 量 与 能 量 
流 密度 向 虹 加 入 通常 对 流体 考虑 的 动 基 和 能 量 方程 中 去 . 

为 此 ， 首 先 结合 等 离子 体 的 特点 ， 对 上 述 这 些 电磁 量 作 一 些 简化 
和 说 明 ， 

由 第 一 章 87 知 ， 在 多 二 1 的 情形 ， 

电磁 动量 密度 向 其 为 瑟 S = 三 忆 x 有 


， 1 
电磁 动 基 流 密度 张 基 为 3(EP +HoH )I-eEB®E-nHeH, 


156 第 三 章 ” 磁 流体 力学 


1 
电磁 能 基 密 度 为 3(eB” + joH?)， 
电磁 能 量 流 密度 向 量 为 S=xH. 
在 现在 的 情形 下 ,结合 等 离子 体 的 特点 ， 正 如 对 麦克 斯 韦 方 程 组 已 经 
进行 了 必要 的 简化 一 样 (并 和 这 种 简化 相配 合 ), 我 们 对 上 述 电 磁场 基 
也 要 进行 一 定 的 简化 . 
正如 上 段 未 所 述 ， 由 于 等 离子 体 是 良 导 体 ， 因 此 电场 巨 (相对 于 
天 而 言 ) 是 一 个 小 量 , 从 而 B? 的 项 相对 于 及? 而 言 可 以 忽略 ; 此 外 ， 
电磁 动量 密度 向 量 中 有 加, 又 分 母 中 有 一 个 c2, 其 数量 级 很 小 , 也 可 以 
忽略 . 这样， 我 们 有 
电磁 动量 密度 向 量 为 0， | 
电磁 动 基 流 密度 张 基 为 lo( 了 于 一 H® 有 HH), 
， 1 
电磁 能 基 窗 度 为 510”, 
电磁 能 量 流 密度 向 量 为 39 = 五 x 吾 . 
现在 建立 动量 守恒 方程 由 上 述 ， 只 须 在 对 单纯 流体 力学 的 动量 
守恒 方程 中 加 入 由 于 电磁 动量 流 所 带 来 的 流入 所 考察 的 区 域 中 的 动量 
项 ， 于 是 方程 可 写 为 (参阅 第 二 章 (2.23) 式 ) 


0 . 1 
元 (PW +div (pu®@u—P-—podiv (HSH— a8 7D = pF. (2.15) 
记 
1 
T={mw}=pu8Bu- P-u(HOH- a2°7), (2.16) 


其 中 已 = {pij} 由 第 二 章 中 广义 牛顿 法 则 决定 ( 见 该 章 (2.20) 式 ), 则 
(2.15) 式 可 写 为 


0 . 
去 (PW +divH= ph, (2.17) 
直接 计算 可 以 证 明 
. 械 
dv(H®H- 38°D =rotHxHH. (2.18) 
事实 上 ,， 记 及 = (本 ,82, H3), 注意 到 (2.13) 式 ， 有 


(2.18) 式 左 端 的 第 一 个 分 量 
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0 1 0 0 
= 33H)+a-(HH)+ sr-(HHs) 
1 


Oz» Oxzs 

oHi 0H, OHFi OHs 

二 一 一 一 一 FH 1 
iH ( 吕 zi | 3 ( 吕 zi | 


二 (2.18) 式 右 端的 第 一 个 分 量 . 


类 似 地 , 可 以 证 明 (2.18) 式 两 端的 第 二 及 第 三 个 分 量 分 别 相等 . 这 样 ， 
将 (2.18) 式 代 入 (2.15) 式 ， 就 有 


SD (pu) +div(puu — PP— yorotHx H= pF (2.19) 
这 个 方程 可 由 单独 考虑 流体 这 一 体系 ， 并 把 电磁 场 对 此 导电 流体 

的 作用 力作 为 外 力 计 及 其 冲 基 纳 入 动量 平衡 的 方程 中 得 到 . 事实 上 ， 

对 任 一 流体 体积 微 元 dz, 由 洛 伦 兹 力 公式 ， 电 磁场 在 其 上 的 作用 力 应 

为 

(GE +3; x B)dz, 
这 儿 P 表示 体 电荷 密度 ，jy 为 传导 电流 密度 . 注意 到 等 离子 体 在 任 一 
体积 微 元 中 呈 电 中 性 ( 见 $1), 有 方 = 0, 并 注意 到 (1.1) 式 , 此 力 现 为 


Ho77 x Hdz. 
再 由 忽略 了 位 移 电 流 项 的 (2.4) 式 ( 即 (2.7) 及 (2.9) 式 ) 
rotH = 7), 
此 力 又 可 写 为 
korotH x 五 dz， 


其 中 不 出 现 含 忆 的 项 ， 这 样 ， 在 区 域 2 中 ， 在 时 段  ,t2] 内 电磁 场 
力 的 冲 基 为 ， 
/ 人 Horot H x 五 dzdt. 


将 此 项 加 入 动 基 守 人 恒 方 程 (第 二 章 的 (2.23) 式 ) 中 ， 就 可 得 到 方程 
(2.19). 

利用 连续 性 方程 (2.14), 并 具体 地 代入 忆 之 下 述 表 达 式 ( 见 第 二 
章 (2.20) 式 ， 以 下 为 避免 与 磁 导 率 混淆 ， 将 粘性 系数 凡 及 ji/ 分 别 用 
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矿 及 KL 来 表示 ) 


+7 div wd, (2.20) 


动量 方程 (2.19) 可 写 为 


ds 1 Op iy 0 /Ou Ou; 
dt poz: pA Or; A Or; Ozi 
1 8 2 Ou) ko 
-= 一 |( 肥 一 5 = 一 上 一 一 ( 玖 tH); + fF: 
(罗汉 王宫 ) -x rou) 
(i = 1,2,3) (2.21) 
或 
du . 
Pir div P— jorotH x H= pF (2.22) 


d 
这 就 是 现在 的 欧 拉 方 程 , 而 a 的 意义 见 第 二 章 中 的 (1.17) 式 . 
现在 考察 能 基 方 程 . 这 儿 需 要 在 原 有 流体 能 其 平衡 式 中 加 入 电磁 
能 基 密 度 及 电磁 能 基 流 密度 向 基 的 贡献 . 将 由 (2.10) 式 解 得 的 召 的 
表达 式 代入 电磁 能 甚 流 密 度 向 其 ， 有 
S= ExH 
>rotH xH-yplux HxH. 


这 样 ， 即 可 得 如 下 守恒 律 形式 的 能 量 方程 (参阅 第 二 章 (2.29) 式 ) 
0 1 1 . 1 
去 (Pe + OU 十 510H") + div((pe+ OU )u 一 Pu) 
+div (srotH xH-jn(ux H)x H) 
= div (kgrad T) + pF'. wu. (2.23) 
利用 连续 性 方程 (2.14) 及 张 量 媚 的 表达 式 (2.20), 上 式 可 化 为 
(参阅 第 二 章 (2.31) 式 ) 
RG + $2) 


di + div (pu) 
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3 0 : Ous Ou; yy 2 ， 
-2 CB ( 闫 + 加 + nudiv 


1 
十 Lo 五 . 元 十 div (srotH xH-—uolu x H)x H) 


= div (rxgrad T) + pF wu. (2.24) 


利用 上 面 已 得 到 的 欧 拉 方 程 (2.21), 并 利用 (2.11) 式 ，(2.24) 式 又 可 
改写 为 


a +pdivu 一 玖 > 


( 疾 党 ) 史 
Mat ?7 一 1 


Ox; Oxi) Oxi 
一 (及 一 Sn)(div 2) ”一 -H: rot rotH 
+uoH -rot(w x H)— yoH x rotH:wu 
+div (srotH xH- (ux H)x H) 
= div (rgrad 7T). (2.25) 
为 对 上 式 进一步 进行 化 简 ， 我 们 先 证 明 以 下 两 式 : 
H.rot rotH— div(rotH x H)= |rotH|?, (2.26) 


H.rot(u x H)—div((w x H)x H) 
-HxrotH.:wu=0. (2.27) 


首先 ， 利 用 向 其 分 析 中 的 公式 div (a x b) = brota -a .rotb, 
立即 可 得 (2.26) 式 ， 而 (2.27) 式 左 端 则 化 为 
(ux H):rotH— H xrotH.w. 
由 向 量 混 合 积 的 性 质 (ax 如 .Cc = (b x cj . a, 上 式 为 零 ， 这 便 证 明 


了 (2.27) 式 . 
注意 到 (2.26) 和 (2.27) 式 ， 能 其 守恒 方程 (2.25) 又 可 写 为 


de ， ， 
pr + pdivu — 2 (天 Ou 


i \OT; Oi 
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1 . 
一 (及 一 3D(diva 一 了 rotB = div (ggrad 7T). 
(2.28) 


如 同 在 流体 力学 方程 组 中 那样 ， 利 用 热力 学 关系 式 de = Td5S 一 pd7,， 
还 可 以 在 方程 (2.28) 中 以 灶 9 代替 内 能 e. 事实 上 


一 0 (¥ 十 p 一 pT. (2.29) 


在 上 式 的 推导 过 程 中 ， 我 们 利用 了 连续 性 方程 (2.14). 将 (2.29) 代入 
(2.28) 式 ， 即 得 


dS 3 OU; Ou; Ou; 
Pi 7 2 (中 + 中 Oz; 
-到 - SD(divu)? — Lrot HP 
= div (kgrad T). (2.30) 
这 就 是 相应 的 热 传 递 方程 . 
可 以 注意 到 , 方程 (2.30) 可 由 单纯 流体 力学 情形 的 相应 的 热 传 弟 
方程 (参见 第 二 章 (2.32) 式 及 (1.22)--(1.24) 式 ) 


ds _ Ou; Ou; Ou; 
Pl 全 ( 史 十 开 】 Ox 
一 ( 丈 — Sn)(div u)? = div (rgradT) (2.31) 


加 上 由 于 电流 所 产生 的 焦耳 热 项 而 得 到 .为 此 ， 我 们 先 推导 焦耳 热 的 
表达 式 . 先 假设 导电 媒质 是 静止 的 . 其 中 有 稳定 电流 ， 电 流 密 度 为 jp 
电场 强度 为 忆 . 此 时 ， 我 们 有 


js =0%k, 


其 中 0 为 电导 率 . 下 面 计算 在 单位 时 间 内 单位 体积 媒质 由 于 通过 电流 
而 产生 的 焦耳 热 . 它 是 由 维持 电流 的 电场 对 导体 内 运动 的 电荷 所 作 的 


机 械 功 转化 而 得 的 . 由 第 一 章 84, 我 们 易 知 它 等 于 jy ' 五 (作为 习题 ). 
于 是 在 单位 体积 中 、 单 位 时 间 内 电流 放出 的 热量 为 

jr: EB= /0. 
此 称 为 焦耳 - 楞 次 定律 . 在 导电 媒质 运动 的 情况 下 ， 导 体内 由 于 通过 
电流 而 产生 的 能 量 耗 散 (如 发 热 ) 应 与 导体 的 运动 无 关 ， 只 决定 于 电流 
jj. 因此， 运动 导体 在 单位 时 间 内 所 放出 的 焦耳 热 密度 用 电流 密度 来 
表示 的 式 子 仍 与 上 面相 同 , 即 为 j?/c. 但 由 忽略 了 位 移 电流 项 的 (2.4) 
式 ， 有 JI/ = rot 已， 故 

人 


将 这 一 项 加 入 热 传 递 方程 (2.31) 中 ， 即 得 所 要 求 的 方程 (2.30). 


1 
= ~—|rotH|. 
0 


2.3. 磁 流 体力 学 方程 组 
将 上 面 两 段 的 内 容 即 (2.12) 一 (2.13) 、(2.14) 、(2.19) 及 (2.23) 
式 结合 起 来 ， 即 得 到 一 般 情况 下 的 磁 流 体力 学 方程 组 : 


H 1 
divH = 0, (2.33) 
Op . 
训 + div (pu) = 0, (2.34) 
0 
rAd) +t+div(puu—P— uorotHx H= pF, (2.35) 
0 1 1 . 1 
Rt a0 + HoH) + div ((pe + 5pu)u — Pu) 
1 
+tdiv (~rotH xH-(u x H)xH) 
= div (rgrad T) + pF'. wu, (2.36) 


其 中 (2.33) 式 可 化 为 对 初 值 的 要 求 . 
分 别 以 方程 (2.21) 与 (2.30) 代替 (2.35) 与 (2.36), 上 述 方程 组 
又 可 写 为 


H 1 
Br 一 rot(wu Xx H) 一 zm (2.37) 
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divH =0, (2.38) 
+ div (pu) = 0, (2.39) 
. 3 
条 放 - pl dd) 
oP 一 Sdiva) 
A xrotH);+ Fh (i= 1,2,3), (2.40) 


Ous Ou; Ou; 
Pl 7 > [( 强 + + Duzi 


- 亿 - 2 ie) 一 ob 
= div (kgrad 全 )， (2.41) 


其 中 一 的 意义 见 第 二 章 中 的 (1.17) 式 
在 以 上 这 些 方程 中 , 未知 函数 (例如 说 ) 可 取 为 H = (Hi, FH, H;), 
Pp; 4 二 (U1, U2,U3) 及 了, 再 加 上 状态 方程 p = p(p, 了 ) 等 ， 就 构成 一 
个 封闭 的 方程 组 . 
方程 (2.37) 说 明 由 于 电导 率 o 的 存在 ( 且 为 有 限 值 ), 使 磁场 具有 
扩散 性 ， 特 别 对 静止 的 媒质 ， 方 程 (2.37) 化 为 扩散 方程 
98 _ 1 
Ot oa 


由 数理 方程 中 关于 扩散 (热传导 ) 方程 解 的 表达 式 知 ， 若 磁场 百 的 空 
间 变 化 的 特征 尺度 为 Lo, 则 磁场 扩散 的 特征 时 间 为 


(2.42) 


7 一 OHo73. 


例如 对 地 球 磁场 ， 地 核 内 导电 流体 相应 的 元 s% 1m”/s, 地 球 半径 


Lo 污 6 x 105m, 地 磁场 的 特征 扩散 时 间 7 之 4 x 10128 心 106 年 . 地 
球 的 年 龄 约 为 10? 年 , 远大 于 地 磁场 的 特征 扩散 时 间 . 这 就 是 说 ,如 果 
在 地 球形 成 的 初期 有 一 个 原始 地 磁场 ， 它 在 最 初 的 106 年 间 早 已 扩散 
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es s 间 去 了 . 因此， 目前 的 地 磁场 不 可 能 是 地 球形 成 初期 的 原始 
场 ， 必 然 在 地 球 内 部 存在 某 种 运动 过 程 ， 以 激发 和 维持 目前 的 地 磁场 . 


2.4. 不 可 压缩 情形 的 磁 流 体力 学 方程 组 
现在 假设 运动 流体 是 不 可 压缩 的 .此 时 连续 性 方程 (2.39) 化 为 


divu = 0. (2.43) 
利用 上 式 ,方程 (2.37) 可 化 为 
HF.vu- LA (2.44) 


d ,，。、、 0 0 0 
其 中 下 的 意义 见 第 二 章 (1.17) 式 , 而 V = (ge , By ,下 中) 二 grad | 
为 梯度 算 子 . 实际 上 ， 利 用 向 量 旋 度 的 下 述 公式 | 
rot(a xb) = (b.V)a—(a.:V)b 
+adivb — bdiv a, 


0 O 
其 中 心 . V = ha + ha 二 ,并 注意 到 (2.38) 式 ， 有 


rot(u x H)= (H.:V)u— (wu:VIH- Hdivu. 


于 是 方程 (2.37) 可 写 为 


—-(H:.Vut+(u.v)H+ Hdivu = AH, 
oH0 
即 
dH 
—(H.:V)u+ Hdivu = I 一 一 人 万 . (2.45) 
dt CH0 


注意 到 (2.43) 式 ， 由 上 式 立 即 得 到 (2.44) 式 . 
类 似 于 纳 维 - 斯 托 克 斯 方程 组 的 情形 ， 设 有 为 常数 ， 并 不 妨 设 
P 三 1, 再 利用 (2.43) 式 ， 则 动量 方程 (2.40) 可 化 为 


du 
本 +gradp= HAwu — uoHxrotH+F (2.46) 
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再 注意 到 (2.18) 式 以 及 


div (了 一 serad H? = 5H, 
div(H® H)= (H.V)H, 


(2.46) 式 又 可 写 为 


du 


1 
+ Vp=RAu -VHT+ uo(H VIH+E 


即 


2 二 一 V(p 十 su08’) +H(H:.VIH+ARAu+F (2.47) 

此 时 正如 对 纳 维 - 斯 托 克 斯 方程 组 一 样 ， 如 果 不 需要 了 解 流体 内 
的 温度 分 布 ， 可 不 考虑 能 量 方程 ， 而 得 到 不 可 压缩 情形 的 磁 流 体力 学 
方程 组 为 


divH=0 (2.48) 
Hvw- AH (2.49) 
dt CH0 
divz = 0, (2.50) 
du 1 2 一 
(2.51) 


其 中 (2.48) 可 化 为 对 初 值 的 要 求 ,而 p 的 求解 可 相差 一 个 t 的 任意 函 
数 . 
这 是 在 磁 流 体力 学 情形 , 相应 于 纳 维 - 斯 托 克 斯 方程 组 的 方程 组 . 


83. 电导 率 ca 为 无 穷 时 的 磁 流体 力学 方程 组 


3.1. 电导 率 e 为 无 穷 时 的 磁 流 体力 学 方程 组 
由 于 等 离子 体 为 良 导体 ， 0 通常 取 相 当 大 的 数值 ， 今 考察 其 极限 
情况 。 5 = 十 co. 此 时 将 不 出 现 磁场 的 扩散 现象 ， 而 磁 流 体力 学 方程 
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组 (2.37) 一 (2.41) 可 化 为 


一 rot(w x 五 ) = 0， (3.1) 
divH =0, (3.2) 
Op 

一 一 二 3.3 
By A+div(p 2 = 0, (3.3) 


du 1 Op 1 9 Ou; Ou; 
dt 1 加 0 [z 的 + a 


er 一 Sdiv wu) 


hl x rotH)i+F (i= 1,2,3), (3.4) 
Ou Ou; Dai 

df 六 (下 + 二 玫 Orz; 

一 (及 一 Sn)(div wu)* = div (rgradT). (3.5) 


利用 (2.45) 式 , 方程 (3.1) 又 可 改写 为 


—(H.V)u+ Hdivu = (3.6) 


下 面 对 o = 十 co 的 电磁 流体 ， 说 明 其 两 个 重要 的 性 质 . 


3.2. 向 量 场 过 任 一 随 流体 运动 的 曲面 的 通 量 对 时 间 的 微分 式 及 其 
应 用 
设 有 一 向 量 场 a(t, x1, Za 7X3), 而 曲面 9 随 流体 的 速度 也 (在 每 
一 点 ) 而 运动 ， 我 们 要 讨论 a 过 5 沿 其 法 线 方向 no 的 通 量 
人 and5 
Ss 


的 时 间 变 化 率 


F /ends, 
上 述 通 量 随 时 间 志 的 变化 由 两 方面 的 原因 构成 ， 一 是 @ 本 身 随 
而 改变 ， 二 是 曲面 5 随 +t 的 变化 而 变动 . 第 一 部 分 对 总 变化 率 的 贡献 
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显然 是 3 

C 
现在 计算 第 一 部 分 对 总 变化 率 的 页 南 此 时 设 @ 不 变化 (即将 时 间 冻 
结 ), 而 假设 经 过 时 间 dt 后 ， 9 变 到 91 的 位 置 . 我 们 要 计算 的 是 


于 (人 onas- 人 anas)， 


其 中 n 对 S 及 Si 有 同一 取向 . 
设 厂 为 5 的 边界 曲线 . 经 过 dt 时 间 ， 它 扫 过 一 曲面 世 , 罗 和 5， 
一 起 构成 一 个 封闭 曲面 ( 见 图 1). 在 此 封闭 曲面 所 包围 的 空间 区 域 
V 上 利用 格林 公式 ， 得 


/aivodz= 人 anas- 人 andas+ 人 ad (3.8) 


其 中 
d= dr x wudt, 
而 dr 是 荆 上 的 有 向 曲线 单元 ， 显然 有 
av adz = Law a)u :ndSsdt, (3.9) 
而 


fe: d 允 = fa (dr x wdt) 
二 h u x a) .drdt = 人 rot(& x a) .ndSdt. (3.10) 


这 里 最 后 一 步 利 用 了 斯 托 克 斯 公式 .综合 (3.8) 一 (3.10) 式 ， 我 们 有 


a (hms- /a.nds) 


= /diva)u — rot(w x a)) .nds. 
将 (3.7) 式 与 上 式 给 出 的 贡献 合并 ， 即 得 


FT /eo nd5 = /( 凶 + (diva)w ju rotlu x @) )-nds (3.11) 
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n 


这 就 是 所 要 求 的 公式 . 
现 将 上 述 公式 具体 应 用 于 o = 十 co 时 的 磁场 再 . 注意 到 (3.1) 一 
(3.2) 式 , 在 (3.11) 式 中 取 @ = 万 , 立即 得 到 


d 
TA/F: nd5 = 0. (3.12) 


因此 , 在 o = 十 co 的 情形 ， 我 们 得 到 如 下 形式 的 磁场 守恒 定律 : 在 电 
导 率 为 无 穷 时 ， 通 过 随 媒 质 一 起 运动 的 任 一 曲面 9 的 磁 通 量 宁 恒 ， 即 
与 时 间 t 无 关 . 这 个 结论 称 阿尔 文 定理 . 


3.3. 磁场 线 “ 冻 结 ” 原理 

磁 流 体力 学 的 基本 问题 之 一 是 确定 导电 媒质 运动 时 磁场 强度 的 变 
化 . 这 一 问题 通常 可 以 借助 于 下 述 的 磁场 线 “ 冻 结 ” 原理 来 解决 . 这 个 
原理 断言 : 在 o = 十 00 (无 限 可 导 ) 的 情形 ， 和 初始 时 刻 分 布 在 同一 磁 
场 线 上 的 质点 ， 在 运动 过 程 中 会 一 直 保 留 在 同一 磁场 线 上 ， 即 磁场 线 
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好 像 “新 结 ”在 物质 上 . 
为 证 明 这 一 点 ， 由 方程 (3.6) 以 及 连续 性 方程 (3.3), 容易 推出 


1dH 1 dp /H 
二 Hi = . 
pd pp dt E >) 


-Ed 


另 一 方面 ， 让 我 们 来 研究 随 流体 运动 的 任 一 曲线 . 设 在 时 刻 t, 此 
曲线 上 有 一 微 元 向 量 dr, 现 考察 其 随时 间 的 变化 . 设 4 为 在 dr 始 端 
的 流体 速度 ， 则 在 dr 末端 的 流体 速度 为 4 十 (dr + 了)wu. 于 是 在 时 间 
dt 内 ， dr 将 变 为 


即 


dr 十 (dr VY)udt 
( 见 图 2). 从 而 ， dr 对 时 间 的 变化 率 为 


(dr = (dr . VY)u. (3.14) 


dri(dr.v)udt 


(u+(dr.y) wu)dt 


由 (3.13) 与 (3.14) 式 可 以 看 出 ， 全 和 dr (对 任 一 固定 质点 ) 


H 
满足 同一 形式 的 线性 齐 次 常 微分 方程 组 ,因此 ， 若 在 开始 时 刻 万 和 
dr 平行 ， 对 任 一 固定 质点 有 


= kdr, 
p 


其 中 大 在 质点 固定 时 为 常数 , 则 在 以 后 时 刻 也 一 定 成 立 同样 的 关系 式 . 
这 样 ,在 以 后 时 蓝 ， 全 和 dr 也 平行 ， 而 且 其 长 度 的 比例 也 保持 同 一 
数值 . 换言之 , 车 一 曲线 在 开始 时 刻 为 磁场 线 , 则 以 后 在 运动 过 程 中 仍 
一 直 保 持 为 脱 场 线 , 而且 字 和 dr 问 的 比例 保持 不 变 ， 

因此 ， 每 一 磁场 线 和 该 磁场 线 上 的 流体 质点 一 起 运动 ， 磁 场 线 仿 
便 “ 冻 缚 ”在 和 它 -一 起 移动 的 流体 上 ,在 每 一 点 上 ， 二 和 磁场 线 的 介 
长 成 正比 例 地 改变 . 特别 ， 对 不 可 压缩 的 流体 ， 为 常数 ， 琶 本 身 和 
磁场 线 的 伸 长 成 正比 例 地 改变 ， 即 磁场 强度 随 磁场 线 的 拉 伸 而 增强 . 
综 上 所 述 ， 我 们 看 到 ， 可 以 根据 流体 运动 的 情况 来 描绘 磁场 的 变化 情 
况 . 
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在 流体 存在 粘性 和 热传导 (有 > 0, 有 之 0, > 0) 及 og 关 十 00 的 
情形 ， 由 方程 (2.40) 与 (2.41) 可 以 看 出 ， 只 要 在 单纯 流体 力学 的 动 
其 方程 及 能 基 方 程 中 加 上 含有 瑟 及 态 的 关于 空间 变量 的 一 阶 偏 导数 
的 项 ， 即 得 到 磁 流 体力 学 的 相应 方程 而 方程 (2.37) 则 为 五 的 扩散 
(热传导 ) 方程 ， 它 与 (2.40) 一 (2.41) 具有 主 部 分 离 的 形式 (不 包含 内 

2 2 
及 了 的 形 如 二 和 33 的 偏 导数 ). 不 难看 出 ， 此 时 磁 流 体力 学 方程 


组 (2.37) 及 2 39) 一 (人 2 41) 仍 是 一 个 一 阶 (对 称 ) 双 曲 方程 看 合 一 个 
对 称 抛物 方程 组 ， 而 且 是 拟 线 性 的 ， 故 仍 为 拟 线 性 对 称 双 曲 - 抛物 看 
合 组 . 

在 存在 粘性 及 热传导 ,但 0 = 二 oo 的 情形 ， 能 基 方 程 (2.41) 中 
不 含有 妃 , 动 基 方程 (2.40) 中 有 THx* rot 吾 这 一 含有 HH 及 H 
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的 关于 空间 变 基 的 一 阶 偏 导数 的 项 ， 此 时 ， 方 程 (2.37) 化 为 


2 — rot(u x H)=0, (4.1) 


即 
oo —(H.:V)u+ Hdivu = (4.2) 

它 吓 且 的 一 阶 方程 组 , 和 质量 守恒 方程 (2.39) 具有 类 似 的 形式 , 且 主 
部 分 离 。 故 此 时 磁 流 体力 学 方程 组 为 由 一 个 主 部 分 离 的 一 阶 对 称 双 曲 
组 和 一 个 对 称 抛 物 组 耦合 而 成 ， 仍 为 拟 线性 对 称 双 曲 - 抛物 耦合 组 . 
只 是 双 曲 方程 的 数目 增加 ， 抛 物 方程 的 数目 减少 . 

如 果 流 体 中 没有 任何 耗 散 过 程 , 此 时 有 = 有 = 二 0, 且 0 = 
十 oo， a 理想 磁 流 体 . 下 面 重点 考察 这 种 情形 ， 即 讨论 理想 

磁 流 体力 学 方程 
此 时 ， 计 亲 动 记 (3.4) 写 为 


OP 0 oH! 003 
H. 
tho ( 2 ( 笑 Ox» | Hs (> Ox1 ) 


BH, 及 BH; BH, 
H _ 2 Ol 
MW ,( 3 (各 | 全 (2 Bz2 


oH! OH; OHs oF, 
十 HH 一 | 二 一 一 一 一 
名 ! (到 Ox1 ) fH (和 Ox3 ) 
再 按 第 二 章 81 的 办 法 ， 全 和 (3.3) 写 为 
1 9 0 0 
A + 郊区 起 让 = 0 (4.6) 


p22 At zk kp fp 0 
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其 中 已 = - 为 局 部 音速 的 平方 ( 见 第 二 章 (1.32) 式 ; 这 儿 用 5 表示 
局 部 音速 ， 是 为 了 避免 与 光速 c 相 混 诺 )， 又 将 方程 (3.1) 写 为 


Ox» 0 
=0, (4.7) 
H, 3 oF. 
Ho ot + 2 Hou Dr 
2 Ou2 Ou Ous 
(a + 太 | WA (¥ dz 
二 0， (4.8) 


0 Or Oz! Oxz 
= 0， (4.9) 
而 能 基 方 程 (3.5) 则 可 简单 地 用 以 下 的 粹 守恒 方程 代替 
O05 3 .99 


这 样 ， 若 以 (ua ua 3, D, Hi, Ha, Hs, 9) 为 未 知 函 数 ， 将 理想 磁 
流体 力学 方程 组 按 上 述 次 序 排列 , 那么 该 方程 组 (4.3) 一 (4.10) 可 写 为 
如 下 的 向 量 形式 


OU OU OU OU 
Ao + A AA 
Bt Ag 1 人 5 + 3g 0, (411) 


其 中 


U = (ul ua ta p, Hi, Ha, Ha, 9)7， 
Ao 一 diag{p, p, p, p 7 2 po, 10, 10, 1， 
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pul 0 0 1 0 uo Ho roOH3 0 
0 pui 0 0 0 -poH 0 0 
0 0 pu 0 0 0 -no0H1 0 
1 0 0 起 0 0 0 0 
41 一 Pe ? 
0 0 0 0 Ul 0 0 0 
roH2 ”一 A0 五 1 0 0 0 Ul 0 0 
nu0 Hs 0 —u0H1 0 0 0 Ul 0 
0 0 0 0 0 0 0 Ul 
pu2 0 0 0 -xoH2 0 0 0 
0 pu2 0 1 ro0H1 0 x0H3 0 
0 0 pu2 0 0 0 -uoH2 0 
0 1 0 好 0 0 0 0 
A2 一 PF° ) 
-AoE2 poHi 0 0 U2 0 0 0 
0 0 0 0 0 U2 0 0 
0 LOH3 ~koH2 0 0 0 U2 0 
0 0 0 0 0 0 0 U2 
pu3 0 0 0 —p0 Ha 0 0 0 
0 pus 0 0 0 -np 0 0 
0 0 pus 1 toH1 php 0 0 
4 = 0 0 1 pe 0 0 0 0 
—40H3 0 KOH!1 0 U3 0 0 0 
0 -ko0Hs poH2 0 0 U3 0 0 
0 0 0 0 0 0 u3 0 
0 0 0 0 0 0 0 ws 


C= (phi, pFs, pFs, 0, 0, 0, 0, 0)7. 
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容易 看 出 ， 在 不 出 现 真 空 的 区 域 (p 天 0) 中 ， Ao 为 对 称 正定 阵 ， 而 
A1，A2，As 均 为 对 称 阵 ， 因 而 理想 磁 流体 力学 方程 组 (4.11) 是 一 个 
一 阶 拟 线性 对 称 双 曲 组 . 

以 上 是 在 解 为 连续 可 微 的 范围 中 考虑 的 . 但 是 由 于 电磁 激 波 的 存 
在 ， 还 必须 考虑 间断 解 . 为 此 必须 利用 守恒 律 形式 的 方程 组 . 

对 理想 磁 流 体 ， 方 程 组 (2.32) 一 (2.36) 化 为 如 下 形式 


十 div (pu) = 0, (4.12) 
号 (ou +div(pu®@u—phD)— urotHxH=pF (4.13) 


0 1 ，。 1 1 ， 
到 (Pe + 3pu 十 soH ) 十 div((pe 十 OU )u — pu) 


—div (uo(u x H) x H) = pF w, (4.14) 
—rot(w x H)=0, (4.15) 
divH =0. (4.16) 


如 前 所 述 ， (4.16) 式 可 化 为 对 初始 条 件 的 要 求 ， 我 们 只 需 着 重 讨论 
(4.12) 一 (4.15) 式 . 方程 (4.13) 中 的 jorot 理 x 不 具有 散 度 的 形 
式 ， 所 以 该 方程 不 具有 守恒 律 形式 . 但 由 (2.15) 式 ， 易 知 (4.13) 可 改 
写 为 如 下 守恒 律 的 形式 


0 3 09 
到 (Pu) 十 之 Br Pus — LoHiH:) 


tp+ soH’) =pFh (i=1,2,3). (4.17) 
这 样 ， 理 想 磁 流体 力学 方程 组 (4.12) 、 (4.17) 、 (4.14) 及 (4.15) 就 
是 一 个 守恒 律 形式 的 一 阶 拟 线性 偏 微分 方程 组 . 

那么 ， 上 上 述 方程 组 能 否 通过 引进 新 的 未 知 函 数 化 为 仍 具 有 守恒 律 
形式 的 一 阶 对 称 双 曲 组 呢 ? 借助 于 第 二 章 81 中 对 单纯 理想 流体 力学 
方程 组 所 用 的 方法 ， 是 可 以 作 到 这 一 点 的 有 兴趣 的 读者 可 参考 文献 
[7]. 
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85. 一 维 磁 流 体力 学 方程 组 


5.1. 一 维 磁 流 体力 学 方程 组 

当 磁 流体 力学 方程 组 中 出 现 的 量 只 依赖 于 时 间 上 与 一 个 空间 变量 
(如 Zz1) 时 ， 称 该 方程 组 为 一 维 的 . 一 般 来 说 ， 此 时 我 们 不 能 像 在 流体 
力学 中 那样 ， 期 望 流体 仅 沿 Zi1 方向 流动 ， 即 其 速度 在 x2 及 zs 方向 
的 分 基 为 零 ， 因 为 如 果 如 此 ， 那 么 磁场 的 分 量 如 2 及 万 3 一 般 会 依赖 


于 2Z2 及 X3. 
为 简单 起 见 ， 记 zx1 为 Z. 此 时 方程 (2.38) 化 为 
oH! | 
B= 0, (5.1) 
即 Hi 与 Z 无关 ， 由 此 易 知 ， 方程 组 (2.37) 中 的 第 一 个 方程 化 为 
om 
= (5.2) 


因而 Hi 恒 为 常数 .这 样 方程 组 (2.37) 中 的 其 余 两 个 方程 可 以 写 为 


oH, oH, Oul Ou» 1 OH, 
FH, 
7 0 ? Ox 人 Or auo 8z2 (5.3) 
OFs OHFs Oui Ous 1 02H; 
HT! 现下 Hs Oz 全 Or ouo Or? (5 
此 外 ， 描 述 流体 运动 的 方程 组 (2.39) 一 (2.41) 此 时 可 写 为 
Op Op Ou _ 
du dn 1p 10 (4 ,ou 
Ot ' Oz pOzT poOx 3 有) 
HA0 OP OHs 
1 (二 十 | = /1, (5.6) 
Du Daio 1 0 _Ou» Ho oF, 
HB ( zy 人 
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Ous a 1 0 (5 mn F, (5.8) 


Ot Or por\ or Or 
OS 69 4 /Ou [Bu 
Jt -7 (器) 
Bu 0/ or 
nz {i}. 5.9 
7 (名) Gd (5.9) 


特别 ， 对 理想 磁 流 体 , 即 矿 = 二 及 二 * 二 0, 而 0 = 十 00 的 情形 ， 
我 们 得 到 


2 oH ou po 0 (10) 


um ta Ms 
OHs OHs Oul Ous 
二 3 He=0 1 
iuig ta Ma- (51) 
Op Oul 
B+ uar +p D7 = 0， (5.12) 


Ou1 1 Ou Op 10p0S 
Bor pOr pOS Ox 


Ho OH, 0 万 3 
十 7 (¥ 元 + Hs D7 | = (5.13) 
Ous ou Wo, OH; 
可 十 24 By 7 Hi Br 二 了 2， (5.14) 
Ous Ous Ho OHs 
py 十 21 Or 一 站 D7 = £3, (5.15) 
OS OS 
2 _ Op 
2 -二 
其 中 c= Bp 
令 
U = (Hs, His, p, U1, U2, U3, 5)", 
上 述 方程 组 又 可 写 为 
OU oOU 
去 十 4A) = CC (5.17) 


176 
其 中 
Ul 
0 
0 
A(U)=| sn, 
-各 厂 
0 
0 
而 
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H,» ~H: 0 0 
0 Hs 0 —-H 0 
ul p 0 0 0 
2 uu 0 0 :gg |, (5.18) 
0 0 a 0 0 
0 0 0 U1 0 
0 0 0 0 wu 


C= (0, 0, 0, F1, Fo, Fa, 0)™. 


自然 ， 我 们 可 以 像 84 中 那样 ， 将 方程 组 (5.17) 改写 为 一 个 对 称 
双 曲 组 ,但 现在 我 们 要 针对 一 维 情形 的 特点 ， 从 另 一 角度 来 考察 其 双 
曲 性 .首先 讨论 由 (5.18) 式 给 出 的 矩阵 A(U) 的 特征 信 的 情况 .由 


det(A(U) — A7) 


= 0, 


Ul— 入 


经 过 计算 可 得 
(wi ~ A) C 一 信 ) ”一 亲本 {((ui — A)* —&) 


(Ca 一 2 名 到 ) -各 AH2 2 
(( A) pt) 2( 和 ) (H; + H3)} 0. 


0 


0 局 -下 0 0 
0 Hs3s 0 -不 0 
ma 入 p 0 0 0 
2 wu 0 0 ;名 
0 0 wm-s» 0 0 
0 0 0 ws 0 
0 0 0 0 wu-A 


中. -- 维 磁 流 体 力 学 和 组 一 


故 有 


或 
(1 — A)? 一 ph =0 (5.20) 
或 
(Qu — NA)? — (uu — A)? — ptt 
-人 — M(H + H3) =0. 
上 式 又 可 写 为 


EC 全 2 


由 (5.19) 、 (5.20) 和 (5.21) 式 ， 得 A(U) 的 特征 值 为 


Ai 一 了 一 人 Cj M2=umCo N= 0,, 
AMA=Uu MM=W+COs NM= UtCo 


7 二 UL 十 CF, (5.22) 
其 中 
0? = PH, 
p 
1 4 
C3, = 5 他 + 名? 十 fe + 名 H2)? - -2 rd 
: 2 p p p 
(5.23) 


而 在 上 式 中 ， 取 “二 ”号 给 出 Cy, 取 “ 一 ”号 给 出 Cs。 这样， 我 们 就 得 
到 A(U) 的 七 个 实 特征 值 ， 不 难 直接 验证 


CI<C2<C7. (5.24) 


Cy, Cs 及 Ca 分 别称 为 快 、 慢 及 阿尔 文 特征 速度 
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若 丽 关 0 县 有形 十 形 头 0, 可 以 验证 在 (5.24) 式 中 成 立 着 严 
格 的 不 等 号 ， 即 有 


0<C<C2<C78 (5.25) 
(见习 题 7). 此 时 ， 上 面 给 出 的 七 个 特征 值 互 不 相等 ， 所 以 一 阶 拟 线性 


方程 组 (5.17) 是 严格 双 曲 型 的 . 
若 Hi = 二 0 或 H2 = Hs = 0, 那么 矩阵 A4(U) 有 重 特征 值 、 在 此 


我 们 只 讨论 Ai = 0 的 情形 ， 此 时 


N= +H?, 和 Nt + 
p 


2 一 和 3 一 和 一 和 A5 一 和 6 一 1 


而 入 二 ti 为 五 重 特征 根 . 下面 我 们 说 明 ， 邑 便 如 此 ,对 于 上 述 七 个 特 
征 值 ， 其 相应 的 左 特征 向 基 仍 构成 一 个 完全 组 . 这 里 ， A(U) 相应 于 
特征 值 入 的 左 特征 ( 行 ) 向 量 6 由 下 式 定 义 : 


CA=AC. 
为 证 明 左 特征 向 量 组 的 完全 性 ,只 需 讨论 重 特 征 和 = ua 的 情形 . 


设 
C= (C1, 62,** ,67) 
为 相应 于 入 = ui 的 左 特征 向 量 ， 则 应 有 
0 0 0 8H,00 0 
0 0 0 Hi00 0 
0 0 0 p00 0 
(9 67) | BH Hn 0 00 :器 | =0 
0 0 0 000 0 
0 0 0 0 00 0 
0 0 0 0 00 0 
由 此 得 
C4 = 0, 


DG + Ha + pls = 0. 
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故 有 五 个 线性 独立 的 左 特征 向 其 
(1, 0, LH,,0,0,0,0), 
p 


1 
0， |， ——Hs,0,0,0,0), 
p 


( 
(0, 0, 0, 0, 1, 0, 0), 
(0, 0, 0, 0, 0, 1, 0), 
(0, 0, 0, 0, 0, 0, 1). 

所 以 此 时 矩阵 A(U) 仍 有 七 个 线性 独立 的 左 特征 向 量 . 根据 第 二 
章 81.4 中 关于 一 个 空间 变量 的 一 阶 拟 线性 双 曲 型 方程 组 的 定义 ,方程 
组 (5.17) 此 时 仍 是 双 曲 型 的 .但 由 于 有 重 特征 值 ， 方 程 组 不 再 是 严格 
双 曲 型 的 . 

综 上 所 述 ， 我 们 得 到 , 当 到 和 0 且 朋 十 H2 关 0 时， 一 维 理想 
磁 流 体力 学 方程 组 为 严格 双 曲 型 的 ; 而 当 所 = 0 时 , 其 系数 阵 A(U) 
虽 有 一 个 五 重 特征 值 ， 但 此 时 左 特征 向 量 仍 构成 一 个 完全 组 ， 因 而 此 
时 方程 组 亦 是 双 曲 型 的 . 


5.2. 一 维 磁 流体 力学 方程 组 的 拉 格 朗 日 形式 

对 于 一 维 磁 流 体力 学 方程 组 , 虽然 Wa us 不 一 定 为 零 , 但 仍 可 像 第 
二 章 85 中 那样 , 由 连续 性 方程 (5.5) 出 发 , 引入 拉 格 朗 日 坐标 (t, mm). 
利用 变换 法 则 (参见 第 二 章 (5.9) 一 (5.10) 式 ) 


D 2 9 9 
t Or Mom Or ?om 


由 (5.3) 一 (5.9) 可 得 一 维 磁 流 体力 学 方程 组 的 拉 格 朗 日 形式 如 下 ， 


or _ Ou =0 
BH Bano (5.26) 
OH, Ou1 Ou» 1 0 oH 
+pHa pH (2 
Or fiom ?6m jam (oe) (5.27) 


OHs Oul Ous 1 0 oF 
H 一 一 0- 一 10 一 3 
F186m agp! Om ( Om ) ， (5.28) 
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yr 
+ ( + me) = (5.29) 
2 _ 二 (ms) - po oe = by, (5.30) 
; 2 
区- 和 (的 -的 
2 
np 的 - (ww) . (5.32) 
特别 ， 对 理想 磁 流 体 ， 得 到 其 拉 格 朗 日 形式 的 方程 组 为 
7 _ 了 -0, (5.33) 
2 + pHa ss - pH1S =0, (5.34) 
2 pH 2 一 pH = 0， (5.35) 
+ prim)) = RB (530) 
= too = 羽 ， (5.37) 
ws pol os = 羽 ， (5.38) 
2 0. (5.39) 


这 个 方程 组 相对 来 说 ， 具 有 上 比较 简单 的 形式 . 
习 是 
1. 设 磁场 吾 只 有 一 个 非 零 分 最 ， 试 证 明 


(H.V)H=0. 


习 题 181 


8 

2. 设 定常 ( 即 元 = 0) 、 不 可 压缩 ( 设 p 三 1) 的 理想 流体 所 受 

的 体积 力 仅 为 重力 . 又 设 磁场 满足 条 件 ， (再 .六 ) 再 -= 0. 若 取 zs 为 
由 地 面 开始 并 指向 上 方 的 铝 直 坐 标 ， 试 证 明 ， 沿 流 线 成 立 


22 


可 十 了 十 Ho 太 十 973 = C 〇 ， 
其 中 9 为 重力 加 速度 ， C 沿 同一 流 线 为 常数 . 

3. 设 9 及 4 分别 为 电磁 场 的 标 势 与 矢 势 ( 见 第 一 章 86). 试 证 
明 : 若 9 与 4 满足 条 件 


1 
$+ ——divA=0, 
CHo 


则 方程 (2.32) 可 写 为 如 下 的 形式 ; 


04 二 wxrotAi+i LAA. 
Ot CH0 
4. 试 证 明 : 对 理想 磁 流 体 ， 能 量 守恒 方程 (4.14) 可 以 写 为 如 下 形 
式 : 
p 


HT a0 toh to rr tre t au 3) 


+uourH? 一 LoHr(u: H)} = pF w. 


5， 试 将 一 维 理想 磁 流 体力 学 方程 组 (5.10) 一 (5.16) 化 为 一 阶 拟 
线性 对 称 双 曲 组 的 形式 ， 

6. 试 讨论 拉 格 朗 日 形式 下 的 一 维 理想 磁 流 体力 学 方程 组 (5.33) 一 - 
(5.39) 的 类 型 

7. 证 明 , 当 有 i 闫 0 且 十 HH? 关 0 时 ,快慢 及 阿尔 文 特征 
速度 Cy, Os 及 Oo 满足 


0<Cs<C2<O02. 
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81. 引 言 


在 本 章 中 将 从 一 般 的 角度 来 讨论 燃烧 现象 . 具体 地 说 ， 讨 论 可 燃 
流体 在 流动 过 程 中 同时 伴随 着 燃烧 现象 的 情况 . 这 是 现今 应 用 数学 领 
域 ， 包括 应 用 偏 微分 方程 及 计算 数学 方面 的 热门 研究 课题 ， 在 理论 及 
应 用 两 方面 都 具有 重要 的 意义 . 为 了 揭示 人 燃烧 现象 的 机 理 及 规律 ， 有 
不 少 人 从 事 这 方面 的 研究 ， 并 且 召 开 过 多 次 国际 性 的 学 术 会 议 . 到 目 
前 为 止 ， 这 仍 是 一 个 方兴未艾 的 课题 . 

燃烧 现象 有 一 些 很 有 趣 的 规律 . 设想 在 一 管道 中 充满 了 可 燃气 体 ， 
并 在 其 一 端点 火 . 在 正常 的 情况 下 , 火焰 以 每 秒 几 米 的 低速 向 前 传播 ， 
称 为 爆燃 (deflagration); 但 在 某 些 情况 下 , 缓慢 的 燃烧 会 变 为 一 个 很 
快 的 过 程 ,火焰 将 以 每 秒 2000 米黄 至 更 高 的 惊人 速度 向 前 传播 ， 称 为 
爆炸 (detonation). 

有 两 种 如 此 不 同类 型 的 燃烧 传播 过 程 , 是 一 种 很 使 人 奇怪 的 现象 ， 
但 它们 都 是 从 实验 中 观察 到 的 . 不 仅 对 气体 , 而 且 对 固体 炸药 , 均 可 以 
观察 到 类 似 的 现象 . 

1899 年 查 普 曼 (Chapman) 及 1905 年 颂 盖 (Jouquet) 对 上 述 
现象 给 出 了 一 个 简化 的 但 令 人 信服 的 解释 ， 为 燃烧 理论 奠定 了 一 个 基 
础 ,他 们 的 简化 假设 认为 化 学 反应 过 程 是 朋 时 发 生 并 完成 的 ， 即 有 一 
波 前 进入 未 燃气 体 ， 并 瞬时 地 将 它 变 为 已 燃气 体 ， 考 虑 在 这 一 过 程 中 
的 质量 、 动 基 及 能 基 守 人 恒定 律 ， 并 注意 到 已 燃气 体 与 未 燃气 体 的 化 学 
性 质 不 同 , 即 具有 不 同 的 化 学 能 (原子 在 分 子 内 部 的 能 其 ), 因而 需 对 总 
能 量 表达 式 及 动量 平衡 条 件 加 以 适当 的 修正 .经 过 复杂 的 计算 ， 可 以 
解释 上 述 现象 (参见 [1]). 

但 是 ， 查 普 曼 - 华盖 的 假设 是 极度 理想 化 的 ， 它 对 爆炸 来 说 一 般 
可 以 认为 是 满足 的 ， 但 对 缓慢 的 燃烧 (爆燃 ) 则 很 难 满足 ， 一 般 来 说 ， 
在 燃烧 过 程 中 , 流体 微 团 通常 总 是 未 燃气 体 与 已 燃气 体 的 混合 物 , 而 不 
能 假设 已 燃 和 未 燃 部 分 有 一 明显 分 界线 . 为 了 进一步 揭示 燃烧 现象 的 
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规律 ， 必 须 从 考察 包含 化 学 反应 过 程 的 流体 力学 这 一 总 的 框架 入 于 ， 
再 结合 具体 的 特点 加 以 阐明 . 这 一 任务 远 未 完成 ， 本章 中 着 重 对 这 一 
总 的 框架 建立 相应 的 偏 微分 方程 组 ， 为 进一步 的 研究 打下 基础 . 


82. 反应 流体 力学 方程 组 


2.1. 粘性 热传导 反应 流体 力学 方程 组 

现在 对 具有 粘性 及 热传导 性 的 反应 流体 建立 相应 的 方程 组 . 

和 普通 情形 不 同 ,由 于 燃烧 (化 学 反应 ), 在 流动 过 程 中 的 流体 微 团 
通常 由 已 燃 部 分 和 未 燃 部 分 混合 而 成 ， 我 们 要 对 这 种 混合 的 流体 建立 
方程 . 一 个 简单 的 方法 是 将 这 种 混合 气体 作为 一 个 整体 来 考察 ， 引 入 
相应 的 密度 p, 速度 4 ( 设 两 部 分 以 同一 宏观 速度 运动 ), 压强 p 等 . 同 
时 再 引入 一 个 函数 Z = Z(t, 3) (2 = (Zz1, Za2,Z3)) 表示 未 燃 流 体 在 
微 团 中 所 占 的 百分比 ， 以 区 分 这 两 种 流体 ， 并 描述 从 未 燃 到 已 燃 的 转 
化 . 显然 有 | 

0<Z<&1, (2.1) 
而 Z = 1 表示 完全 未 燃烧 ， 2 = 0 则 表示 完全 燃烧 . 

这 儿 有 几 点 需要 注意 : 

1) 因为 在 燃烧 过 程 中 ， 通 过 化 学 反应 要 释放 出 能 量 ， 这 一 能 量 是 
从 未 燃气 体 的 化 学 能 中 转化 过 来 的 ， 因 此 和 以 往 只 考虑 单位 质量 的 内 
能 (分 子 的 动能 及 势能 ) 不 同 ， 此 时 还 要 考虑 化 学 能 ， 即 原子 在 分 子 中 
的 能 量 . 于 是 代替 原先 的 内 能 e, 现在 要 引入 完全 能 


五 三 e 十 9， (2.2) 


其 中 9 表示 单位 质量 的 化 学 能 .通常 燃烧 过 程 是 放 热 的 ， 故 已 燃 流体 
的 化 学 能 小 于 未 燃气 体 的 化 学 能 . 在 讨论 能 量 守恒 定律 时 ， 要 考虑 的 
是 完全 能 . 

2) 流体 的 状态 方程 一 般 和 未 燃 流体 所 占 的 比例 2 有关. 因为 
不 同 ， 构 成 的 混合 流体 也 不 同 . 这 样 ， 应 有 
等 ;而 完全 能 妃 也 同样 与 Z 有 关 ， 应 有 


E= Ep,T,2) (2.4) 
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等 . 当 4 = | 时， 就 化 为 未 燃 流体 的 状态 方程 ; 而 当 2 = 0 时 ， 则 
化 为 已 燃 流 体 的 状态 方程 . 这 些 状态 方程 的 具体 形式 是 有 待 建立 的 ， 
将 在 下 面 进一步 加 以 说 明 . 

现在 来 建立 反应 流体 力学 方程 组 . 

质 基 守 人 恒定 律 及 动 基 守恒 定律 仍 为 原来 的 形式 (对 混合 流体 ) 


Op . 

一 上 一 2.5 
By + div (pu) = 0, (2.5) 
号 (pu +div(pu Bu—P= pF (2.6) 


( 见 第 二 章 的 (2.22) 及 (2.23) 式 ), 其 中 已 = {ps} 由 第 二 章 中 (2.20) 
式 给 出 .而 在 能 基 守 恒定 律 中 ， 则 要 将 e 改 为 B, 即 有 


0 1 1 
FE 十 UL ) + div((pE+ 530 )u — Pu) 
= div(kgradT)+pF.u (2.7) 


( 见 第 二 章 的 (2.29) 式 ). 

除 以 上 方程 外 ， 还 需 一 个 对 未 燃 流体 的 质量 平衡 方程 ， 以 用 来 决 
定 2 
任 一 给 定 区 域 2 上 未 燃 流体 在 时 段 [t,t 十 dt] 中 质量 的 增加 为 


8 

/ pZ(t+ dt,z)dr — 了 pZ(t, 2)dz = / (02)dzdt, (2.8) 

其 中 dz = dz1dzx2dzs. 它 应 等 于 在 [t,t 十 dt] 中 通过 边界 5S 流入 人 2 

中 的 未 燃 流体 质 基 TL 减 去 这 段 时 间 中 由 于 你 烧 而 减少 的 未 燃 流体 质量 
I. 由 质量 密度 向 基 的 定义 ， 


I= - 人 pZu .ndSdt = - 人 div (pZu)dzdt. (2.9) 


男 一 方面 ,在任 一 流体 微 元 dz 内 、 在 时 段 [t,t 十 dt] 中 燃烧 的 未 燃 流 
体质 其 应 与 时 间 dt 及 未 燃 流体 的 质量 p2Zdz 成 正比 ， 其 比例 系数 记 
为 上 它 反 映 了 反应 率 ， 可 能 与 p, p, Z 有 关 . 于 是 


I = | K(p, p, Z)pZdzdt. (2.10) 
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这 样 ， 由 (2.8) 一 (2.10) 式 得 到 


0 
|. 到 (62)dzdt 
= / div (pZu)dzrdt 一 | K(p,p, 2Z)pZdzdt. (2.11) 
fn 


由 [2 的 任意 性 ， 即 得 反映 未 燃 流 体质 量 平衡 的 方程 


0 一 
FL) + dv (OZu) = kp,p, 2)p2. (2.12) 
这 样 ， 我 们 就 得 到 反应 流体 力学 方程 组 
Op 
一 2.13 
tH A div (pu) = 0， (2.13) 
Sou) + div (pu Bu — P= pF (2.14) 
1 
全 (PP+ 十 5 pu?) + div ((pE+ Pu )u 一 Pu) 
=div(kgradT)+ pr. wu, (2.15) 
0 . 一 
(PL) + div(pZu) = ~h(p,p, 2)p2, (2.16) 
其 中 未 知 函 数 例如 可 取 为 p, u, 了 及 2Z. 再 附 上 状态 方程 
E = E(p,T,2), (2.18) 


(2.13) 一 (2.16) 就 构成 一 个 封闭 的 方程 组 . 


2.2. 反应 流体 力学 方程 组 形式 的 化 约 
如 同 无 化 学 反应 的 情况 那样 , 利用 连续 性 方程 (2.13), 可 将 动量 方 
程 (2.14) 改写 为 


du 1pp 1 6 Ou Ou; 
a 人 (下 + 路) 
1 6 2 3 
(ww- 于 2 ) + (i=1,2,3), (2.19) 
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其 中 如 同 第 二 章 中 那样 ， 记 
3 

5 一 ; 十 和 如 
而 方程 (2.16) 亦 可 利用 连续 性 方程 改写 为 

dZ 

dt 
能 基 方 程 (2.15) 在 利用 连续 性 方程 (2.13) 及 动量 方程 (2.15) 后 可 化 
为 


= —k(p,p, 2)2. (2.20) 


dE 3 /Ou Qu;\ Ou; 
一 一 di J J 
Pat 十 PC /2 (六 十 党 Oz; 


一 (人 一 SW)(div u)*—div(kgradT). (2.21) 


再 利用 连续 性 方程 ， 上 式 又 可 写 为 


dE dr p/w OuN Ou; 
dt tp p 2 ( 下 史 Or: 


1 2 1 
a 一 3 (divu) = 5div (kr grad T). (2.22) 


由 热力 学 ( 见 附录 二 或 第 二 章 中 的 (1.26) 式 ) 知 ， 对 固定 的 Z 值 
( 即 对 固定 比例 的 混合 气体 ), 粹 5 = S(p, TZ) 满足 
TdzS = de + pdr7. (2.23) 


上 式 中 固定 2 作为 参数 ,而 dz3 表示 固定 2 时 对 9 的 微分 . 注意 到 
当 2 固定 时 ， 化 学 能 9 不 变 ,， 故 d= de, 从 而 (2.23) 式 可 写 为 
TdzS = dE + pdr7. (2.24) 
于 是 ， 考 虑 到 4 的 变化 ， 并 利用 (2.20) 式 ， 有 
dS dzS 65d7 dz5 


df ad dW a /Pp,2)2, 


(2.25) 
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其 中 记 DG 
.26 
fl(p,p, 2) = 57 k(p,p, 2). (2.26) 
利用 (2.24) 一 (2.25) 式 ， 能 量 方程 (2.22) 又 可 写 为 


T4 _k Ou 0 Ou; 1,, 2 .2 
———(h — =4)(d 
“十 p > (中 + 2 Ox; st 3 ivu) 
= 2div (rgradT) — f(p,p, 2)2, (2.27) 
p 
其 中 _ 
f(p,p, 2)= f(p,p, 2)T. (2.28) 
这 样 ， 反 应 流体 力学 方程 组 又 可 写 为 
dp 
一 .2 
3 + pdivw = 0, (2.29) 
du; 10 1 0 Ou; Ou 
-oP -5 -一 1 V 
dt pori 0 3 9zi Or;} Oz; 


,10 3divu) + (i=1,2,3), (2.31) 


dS Ou Ou ol 1 2 
TT i 7 ji/ 2 ， 2 
Pi E> 站 Oz; zk 30(div v) 


= jdiv (ggradT) — f(p,p,2)2. (2.32) 


特别 ， 在 忽略 粘性 及 热传导 性 的 情况 下 ， 相 应 的 方程 组 可 以 写 为 


dp . 

Er pdivu = 0, (2.33) 
dZ 一 

= —k(p,p, Z)2Z, (2.34) 
du 1 

+ pradp = (2.35) 
ds 


= —f(p,p, 2)2, (2.36) 
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其 中 f 由 (2.26) 式 给 出 . 


2.3. 混合 气体 的 状态 方程 
仍 考虑 多 方 气体 的 情况 ， 对 单一 气体 ， 我 们 知道 ( 见 附录 二 ) 


S 一 S 
7 = (一 Dexp ( 也 ") Ph， (2.37) 
e = exp € 一 了 ) On (2.38) 
Cy 
其 中 ?7 > 1. 于 是 有 
p= (7Y— Dpe. (2.39) 


对 于 混合 气体 ， 有 忆 二 e 十 9. 假设 已 燃气 体 的 化 学 能 为 零 ， 未 燃 
气体 的 化 学 能 为 go, 对 具 Z 值 的 混合 气体 ， 可 以 设 
E=et 2Zgo. (2.40) 
从 而 由 (2.39) 式 ， 该 气体 的 状态 方程 为 
p= (7Y— 1p(E— Zg0), (2.41) 
其 中 7Y> 1, 而 go > 0 为 单位 质量 未 燃气 体 完 全 人 燃烧 后 所 释放 出 来 的 
化 学 能 ， 为 一 常数 . 
这 儿 我 们 假设 7 > 1 与 2 无 关 ; 特别 , 对 已 燃 及 未 燃气 体 ， 取 同 
一 7 值 . 这 是 采用 了 丘 林 (A. Chorin), 柯 莱 拉 (FP. Colella) 、 马 依 


达 (A. Majda) 与 罗 依 伯 德 (V. Roytburd) 等 学 者 在 研究 燃烧 问题 时 
所 用 的 假设 ( 见 [2], [3]). 对 于 更 为 接近 实际 的 情形 ， y 可 以 依赖 于 


2:7=7(2). 
温度 了 可 由 
p= RoT (2.42) 
决定 . 注意 到 (2.39) 一 (2.40) 式 ， 有 
-le (y-1 
TT 二 一 )(p Zgo). (2.43) 


现在 来 推导 炉 的 表达 式 ， 由 于 在 固定 2 时 ， 有 
dE+pdr = de+pdr 
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pd(p' Ye) 
(7 一 1)e (; 人 mora 


= ral 1 
了 一 


在 上 面 的 推导 中 ， 我 们 利用 了 (2.43) 式 . 比较 (2.24) 及 (2.44) 式 可 
以 看 出 ， 灶 S 可 取 为 


I oe) . (2.44) 


5 = 1 In(p'™Ye) + So, 
7Y—1 


即 


S 一 一 In(p' (EF ~ 2Zg0)) + So, (2.45) 
其 中 56 为 一 个 常数 . 

在 以 上 推导 过 程 中 ， 均 设 2 为 国定， 因此 上 述 公 式 在 Y 二 7Y(2) 
时 仍然 成 立 . 

在 以 上 的 状态 方程 (2.41) 、 (2.43) 及 (2.45) 中 ，p, 卫 及 5S 均 
表示 为 p, 上 , 2 的 函数 . 因此 ， 反 应 流体 力学 方程 组 的 未 知 函数 可 取 
为 p, 五 ,2 及 全. 

下 面 看 反应 率 函 数 (po,p, 2) 的 表达 式 ， 流 体能 否 燃烧 需要 有 一 
定 的 温度 . 设 7e 为 临界 温度 【燃点 ) 只 有 当 了 > 人 时 ， 流 体 才能 燃 
烧 . 按 丘 林 及 上 述 另 外 三 位 作者 的 建议 ， 简 单 地 可 设 


k= KH(T -TT,), (2.46) 
其 中 KK > 0 为 常数 ， 而 
1， 了 > 0， 
H(T) = | 0 Ta (2.47) 


为 林 维 赛 德 (Heaviside) 函数 . 这样， 由 (2.26) 式 ， 并 注意 到 (2.45) 
式 ， 有 


f(p,p,2) = SF k(p,p, 2) 
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= -HT -1). (2.48) 


它 如 同上 一 样 ， 也 是 一 个 具有 间断 性 的 函数 .由 (2.28) 式 并 有 
flp,p,2)= ~KgoH(T —T.). (2.49) 


2.4. 反应 流体 力学 方程 组 的 数学 结构 

在 有 粘性 及 热传导 的 情形 ， 尽管 此 时 p 及 9 为 p, 了 , 2 的 函数 ， 
而 不 仅仅 为 p, 7 的 函数 ， 但 动量 及 能 其 方程 (2.31) 一 (2.32) 仍 可 像 
第 二 章 中 那样 写 为 对 称 抛物 组 ， 而 连续 性 方程 (2.29) 及 描述 未 燃 流体 
质量 平衡 的 方程 (2.30) 则 为 两 个 主 部 分 离 的 一 阶 方程 . 故 该 方程 组 仍 
为 一 个 拟 线性 对 称 双 曲 - 抛物 耦合 组 . 但 由 上 上 段 讨论 可 知 ， 其 右 端 函 
数 可 能 具有 间断 . 

下 面 我 们 说 明 ， 在 不 计 粘 性 及 热传导 性 的 情形 ， 上 述 方程 组 仍 构 
成 一 个 一 阶 拟 线性 对 称 双 曲 组 .为 此 取 4, p, S 及 2 为 未 知 函数 . 将 
质量 方程 (2.33) 、 炉 方程 (2.36) 及 对 2 的 方程 (2.34) 联合 ， 有 


Op 守 ( 尖 上 Da un + 让 
培 全 ra 
+ (和 本 EK(p,p, 2)7)=0 
由 此 即 得 
外, > wi pe 二 了 -Gopn22 (250) 


其 中 心 二 一 ,而 
p 


Op Op ~ 
Glpp2) = F870.p,2) + 5BR(p,p.2). (025 
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上 式 又 可 写 为 


1 wa Our 3 up Op ~ 
一 一 一 一 一 G(o,D, ID 2.52 
2 + , Ba, 12 -一 GUI) (2.52) 


其 中 _ 
G(p,p, 2) = G(p,p, 2)/pe”. (2.53) 
(2.52) 和 第 二 章 (1.32) 式 有 类 似 的 形式 ,但 其 右 端 可 能 具有 间断 . 它 
可 用 来 代替 质量 方程 (2.33). 
将 上 述 方程 组 按 动 量 方程 (2.35) . 质量 方程 (2.52) 、 炉 方程 (2.36) 
及 2Z 的 方程 (2.34) 的 次 序 排列 ， 则 不 难看 出 它 是 一 个 一 阶 拟 线性 对 
称 双 曲 组 ， 但 可 能 具有 间断 的 右 端 项 . 
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3.1. 一 维 反应 流体 力学 方程 组 

现 考虑 流体 在 管道 内 的 一 维 流动 . 设 流动 方向 为 z = zl， 此 时 
4 二 U1, U2 二 U3 二 0, 而 所 有 状态 量 均 与 22, x3 无 关 ， 只 是 t，, 工 的 
函数 . 

这 样 ， 方程 组 (2.13) 一 (2.16) 化 为 


2 + 元 Oo = 0 (3.1) 
+ (Ptp- (ath RE)=om 3 
ae 十 pw) + 六 (oz 十 sou + p)u 

-(S KH 十 ju | 一 元 ( 元 ) 十 phu, (3.3) 
2 元 (22) 二天 Br (PZY) = 一 AP,P, 2)pZ2. (3.4) 


和 


0 
玉 十 二 (ou = 0， (3.5) 


玉环 + 下- (6 "于 =F, 03.6) 
7 吕 1 (Ee) 

_ 12 G3 _jz (3.7) 
二 uo = EK(p,p, 2)2. (3.8) 


由 (2.21) 式 知 ， (3.7) 式 还 可 由 下 式 代替 


gp ao -a Ga 
2 2 “ 守 FP (3.11) 
2 十 uo = ~—f(p,p, 2)2, (3.12) 
十 uw = ~—k(p,p, 2)2, (3.13) 


其 中 p= p(p, 5,2). 和 以 往 一 样 ， 有 


Op 
2 
C” 一 > 0， 


而 c 为 局 部 音速 .事实 上 ， 对 多 方 气体 , 由 (2.41) 与 (2.45) 式 不 难看 
出 


p= (7—1)exp (2 pY. (3.14) 


JY—1 


它 与 单一 气体 的 情况 具有 相同 的 形式 . 
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3.2. 一 维 反 应 流体 力学 方程 组 的 拉 格 朗 日 形式 
采用 拉 格 朗 日 储 标 (#, rm). 由 于 
0 9 0 0 8 


HW Vom dr om 
( 见 第 二 章 85), 在 有 粘性 及 热传导 性 时 的 方程 组 (3.5) 一 (3.8) 可 写 为 


(3.15) 


Or Du 
-= 0， (3.16) 
Ou Op 0 4 Ou\ 
+ (各 ro 吕 = (3.17) 
795 of 到 下 (0 
Or 3 AU 
DZ 一 
而 在 不 计 粘性 及 热传导 性 时 的 方程 组 (3.10) 一 (3.13) 则 化 为 
Or du 
rl ， (3.20) 
Ou op 
OS 
OZ 一 
pg 一 —k(p, P， 2Z)Z. (3.23) 
后 者 具有 十 分 简单 的 形式 . 


3.3, 一 维 反应 流体 力学 方程 组 的 数学 结构 
这 儿 仅 以 无 粘性 及 热传导 性 情形 的 拉 格 朗 日 形式 方程 组 (3.20) 一 
(3.23) 为 例 进行 讨论 ， 记 
U = (7,, 5, 2)", (3.24) 


并 改 记 (t',m) 为 (t,z), 则 上 述 方程 组 可 写 为 如 下 形式 


OU OU 
豆 十 A = 人， (3.25) 
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其 中 
0 -1 0 0 
4-| 吉 0 器 襄 3.26 
0 0 0 0 (3.26) 
0 0 0 0 
C = (0 已 一 /2 一 KZ)T 
0 1 9 
p p 2 2 
-一 一 -一 一 一 一 . .2 
5 元 5p cp <0 (3.27) 


现 求 4 的 特征 值 . 由 (3.26) 式 易 得 


det(4 一 AT) = 和》 (* 十 | ， 
OT 


故 4 有 四 个 实 特征 值 


Op 
和 is =0， X34= 土 /一 半 = . 
1,2 ) 3,4 D7 士 CD， (3 28) 


且 其 相应 的 左 特征 向 量 构成 一 个 完全 组 .事实 上 ， 记 (1, C2, 63, G4) 为 
对 应 于 重 特征 值 和 1,2 = 0 的 左 特征 向 量 ， 则 有 


Op 
5 = 0， 
A1=0. 


于 是 相应 于 该 特征 值 有 两 个 线性 无 关 的 左 特征 向 量 (0,0, 1,0) 及 (0,0 
0, 1). 


? 


这 样 ， 方 程 组 (3.25) 是 一 个 一 阶 拟 线性 双 曲 型 方程 组 (但 具有 重 
特征 值 ， 不 是 严格 双 曲 型 的 )， 


有 关 这 一 方程 组 的 一 些 研究 ， 例 如 可 见 [4], [5]. 
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习 是 


1. 试 证 明 : 利用 连续 性 方程 ， 可 将 动 其 方程 (2.14) 及 未 燃 流 体质 
芷 平衡 方程 (2.16) 分 别 化 为 (2.19) 与 (2.20) 的 形式 . 

2. 试 证 明 : 利用 连续 性 方程 及 动量 方程 ,能量 守 人 恒 方 程 (2.15) 可 
化 为 (2.21) 的 形式 . 

3. 证 明 : 欧 拉 坐 标 下 的 一 维 反应 流体 力学 方程 组 (3.10) 一 (3.13) 
也 是 一 个 一 阶 拟 线性 双 曲 型 方程 组 . 

4. 写 出 在 忽略 粘性 与 热传导 性 ， 即 设 4 三 1 = 二 上 二 0 的 情况 ， 
在 欧 拉 华 标 下 其 守恒 律 形式 的 一 维 反 应 流体 动力 学 方程 组 .由 此 求 出 
在 解 的 强 间断 线 上 应 满足 的 兰 金 - 雨 果 尼 奥 条 件 ( 见 第 二 章 84), 并 证 
明 越 过 强 间 断 线 ， 函 数 4 保持 连续 . 
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弹性 力学 是 研究 弹性 体 在 荷载 的 作用 下 ， 其 内 力 (应 力 ) 和 变形 所 
满足 的 规律 的 学 科 . 这 主要 可 通过 讨论 弹性 体 的 形变 及 弹性 体 的 运动 
规律 来 得 到 体现 . 所 谓 荷 载 , 这 儿 主 要 是 指 作用 在 弹性 体 上 的 机 械 力 ， 
也 可 以 是 温度 等 各 种 能 导致 弹性 体 变 形 的 物理 因素 . 本 章 仅 考虑 弹性 
体 受 机 械 力 作用 的 情形 ， 而 温度 荷载 对 弹性 体 的 影响 则 留待 以 后 章节 
中 专门 讨论 . 什么 叫 弹性 体 ? 弹性 体 是 指 这 样 一 种 物体 ， 它 在 荷载 作 
用 下 产生 弹性 变形 ， 而 当 撤去 荷载 时 ， 变 形 立 即 消失 , 物体 恢复 原来 的 
形状 . 金属、 岩石、 玻璃、 木材 以 及 石英 等 在 一 定 的 变形 范围 内 均 可 以 
视 为 弹性 体 ， 弹 性 体 撤 去 荷载 后 变形 立即 消失 这 一 事实 ， 在 理论 上 反 
映 为 物体 的 变形 与 应 力 之 间 的 某 种 函数 关系 .这 种 关系 式 是 由 构成 该 
物体 的 材料 特性 决定 的 ， 通 常 称 为 本 构 关系 . 

本 构 关 系 可 以 是 线性 的 , 也 可 以 是 非 线 性 的 , 这 取决 于 材料 的 性 质 
以 及 变形 的 大 小 ， 当 应 力 小 于 弹性 极限 时 ， 相 当 一 部 分 工程 材料 的 本 
构 关系 可 以 近似 地 看 成 是 线性 的 ， 即 服从 广义 的 胡 克 (Hooke) 定律 . 
这 时 称 该 物体 为 线性 弹性 体 . 有 时 弹性 体 的 本 构 关系 由 非 线 性 函数 给 
出 ， 由 此 造成 的 非 线 性 称 为 材料 非 线 性 . 

弹性 体 的 变形 ， 可 利用 位 移 的 一 阶 偏 导数 来 描述 .在 小 变形 ( 即 变 
形 与 物体 的 几何 尺寸 相 比 非常 小 ) 的 情况 下 ， 变 形 (应 变 ) 可 以 由 位 移 
的 偏 导数 的 线性 函数 给 出 . 但 对 于 大 变形 的 情况 ， 则 必须 将 变形 表示 
为 位 移 的 偏 导数 的 非 线性 函数 . 由 此 导致 的 非 线性 称 为 几何 非 线性 . 

仅 讨论 线性 弹性 体 小 变形 的 弹性 理论 称 为 线性 弹性 理论 . 考虑 几 
何 非 线性 或 材料 非 线 性 ， 或 二 者 兼 而 有 之 的 弹性 理论 称 为 非 线 性 弹性 
理论 或 称 为 有 限 弹 性 理论 . 本 章 着 重 讨论 既 包 括 几何 非 线性 又 包括 材 
料 非 线性 的 一 般 非 线性 弹性 力学 的 数学 模型 ， 有 关 线性 弹性 理论 的 讨 
论 ， 见 85.1 及 86.1 或 参见 [10] 中 的 第 二 章 . 
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我 们 知道 ， 对 与 连续 媒质 有 关 的 其 通常 有 欧 拉 及 拉 格 朗 日 两 种 描 
述 方法 (参见 第 二 章 ). 在 弹性 力学 中 ,通常 采用 拉 格 朗 日 描述 方法 . 这 
里 先 将 这 种 描述 方法 作 一 简单 介绍 . 

设 在 物体 所 处 的 空间 已 选 定 直角 坐标 系 (el e2, e3). 假定 弹性 体 
在 变形 前 ( 设 为 某 时 刻 ， 例 如 + = 0) 在 该 空间 占据 一 区 域 2 C IR*. 
通常 称 该 区 域 为 参考 构 形 . 在 此 区 域 中 的 物体 质点 可 用 其 在 上 述 坐 标 
系 下 的 坐标 向 基 


儿 一 (Z1;,Z2,Z3) 
来 表示 设 在 该 时 刻 后 ， 弹 性 体 发 生变 形 ， 其 运动 规律 可 用 
y = y(t, x) (1.1) 


描述 ， 其 中 t 表示 时 间 ， 而 Y= 二 (Vi, 2o, Ya) 表示 二 = 0 时 位 于 到 处 
的 质点 在 t 时 刻 的 位 置 向 量 ， 显 然 


2 = Yy(0, £2). (1.2) 


将 弹性 体 于 t 时 刻 在 空间 占据 的 区 域 记 为 12, 则 对 于 任意 给 定 的 过 0， 
(1.1) 为 一 个 2 一 24 的 一 一 到 上 的 映射 ， 即 双 射 bijection). 下 面 
的 讨论 在 


7=de[( 站 】 >0 (1.3) 


的 假设 下 进行 . 其 物理 意义 是 明显 的 . 它 意味 着 弹性 体 在 变形 过 程 中 ， 
任 一 体积 不 为 零 的 部 分 不 可 能 被 压缩 到 使 体积 为 零 或 被 膨胀 到 使 体积 
变 为 无 穷 大 . 

Z 一 (Z1,72,Z3) 通常 称 为 物质 坐标 或 拉 格 朗 日 坐标 . 这 是 因为 
其 不 同 的 坐标 值 对 应 于 不 同 的 质点 . 而 9 = (yyo,ys) 则 称 为 空间 
坐标 或 欧 拉 坐标 , 其 不 同 的 坐标 值 相应 于 空间 的 不 同 点 ， 相 应 于 这 两 
种 不 同 的 坐标 ， 有 关连 续 媒质 的 一 切 物理 量 (标量 向量， 张 量 ), 就 有 
两 种 不 同 的 描述 方法 . 

一 种 描述 方法 是 跟踪 质点 . 例如 ， 对 于 一 个 标量 6， 可 以 表示 为 时 
间 t 及 物质 坐标 z 的 函数 : 


0 = $lt, 2). (1.4) 
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这 种 描述 方法 称 为 物质 描述 或 拉 格 朗 日 描述 , 另 一 方面 ,在 考察 这 个 
其 时 ， 也 可 以 着 眼 于 其 随 空间 点 的 变化 ， 而 将 其 表 为 时 间 t 及 空间 坐 
标 Y 的 函数 : 
0 = Y(t, Y). (1.5) 

这 种 描述 方法 称 为 空间 描述 或 欧 拉 描述 . 由 (1.1) 式 ， 上 述 两 种 描述 
方法 之 间 的 联系 可 由 下 式 给 出 

pt, yt, 2)) = Pt, 2). (1.6) 
对 于 向 景 与 张 量 也 可 类 似 地 给 出 其 物质 与 空间 描述 方法 . 

对 于 一 个 物理 时 ,在 x 保持 不 变 ( 即 固定 质点 ) 时 ， 关 于 的 偏 
导数 称 为 该 基 的 物质 导 洛 如同 在 流体 力学 ( 见 第 二 章 (1.17) 式 ) 中 
那样 ， 将 物质 导数 记 为 地， 若 一 个 物理 其 (例如 标 基 6) 由 空间 描述 
(1.5) 给 出 ， 则 显然 有 

d0 Ow 


= [ 织 2 2 | 表示 (20 2 


表示 关于 2 的 梯度 算 子 . 

以 后 为 简单 计 ， 对 于 由 不 同 描述 方法 给 出 的 同一 个 物理 量 ， 在 不 
至 于 引起 混淆 的 情况 下 ， 不 再 像 (1.4) 与 (1.5) 式 中 那样 ， 用 与 幼 
了 予以 区 分 . 
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2.1， 变形 梯度 张 量 

物体 在 某 一 时 刻 t 的 变形 情况 ， 可 由 此 时 刻 物 体内 每 一 质点 x 附 
近 的 变形 情况 来 刻画 . 而 要 描写 在 质点 x 处 的 变形 情况 ， 只 要 搞 清 
处 每 一 微 线 元 dz = (dz1, dx2, dx3)7 的 变化 情况 即 可 . 

设 在 上 三 0 时 了 处 的 微 线 元 dz, 在 时 刻 t 变 为 Y= 二 y(t, zz) 处 的 
微 线 元 dy = (dyi, dyz, dys)7, 则 


3 Oy: 
d= Dm)dy (=), (2 


j=1 02; 
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或 写 为 
dy = Fdz, (2.2) 


其 中 


Oy 
F= Voy = 的 (2.3) 
J 


为 二 阶 张 基 ， 称 为 变形 梯度 张 量 . 知道 了 这 一 张 基 ， 就 掌握 了 在 寺 时 
刻 弹 性 体 的 变形 情况 . 


2.2. 柯 西 一 格林 应 变 张 量 
为 了 进一步 前 述 变形 梯度 张 量 的 物理 意义 ， 我 们 利用 下 述 线 性 代 
数 引 理 将 其 作 极 分 解 . 


引 理 2.1. 设 det 下 关 0, 则 存在 正 交 阵 民 以 及 对 称 正定 阵 【7 和 
VV 使 
F= RU = VR. (2.4) 


(2.4) 式 称 为 下 的 极 分 解 . 


这 个 引 理 的 证 明 并 不 困难 ， 可 在 线性 代数 教材 中 找到 ， 这 里 作为 
习题 留 给 读者 . 


记 UU= (wij), 尽 = (rij). 利用 (2.4) 式 , 可 将 (2.1) 式 改 写 为 


3 
dy = 》 rigupjdz; (i = 1,2, 3), 


7,k=1 
或 
3 
dy; = > risdz (i = 1,2, 3), (2.5) 
k=1 
而 
3 
dag = uidr; (k= 1,2,3). (2.6) 
j=1 


这 说 明 由 微 线 元 dz 变 为 dy 的 变形 可 分 解 为 如 下 两 个 变形 的 组 合 : 
先 由 dz 变 为 dz, 再 由 dz 变 为 dy. 前 一 变形 由 张 量 UU、 而 后 一 变 
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形 由 张 量 及 分 别 决定 ， 因 U0 为 对 称 正定 阵 ， 故 存在 三 个 相互 正 交 的 
主 方向 与 三 个 正 的 主 值 . 不 失 一 般 性 ， 可 设 忌 为 对 角 阵 ， 即 成 立 


uii > 0; 2i =0, i177 
(i,7 = 1,2,3). 


这 样 ， (2.6) 式 即 可 写 为 
dz 一 UiidZi, (2 一 1, 2, 3). 


因此 , 这 一 部 分 变形 表现 为 在 三 个 相互 正 交 的 方向 上 的 伸 长 或 压缩 ( 视 
Uii > 1 或 < 1 而 定 ). 因为 民 R 为 正 交 阵 ， 由 (2.5) 式 所 表示 的 由 dz 
到 dy 的 变化 只 是 一 个 刚体 旋转 . 

对 极 分 解 (2.4) 中 的 第 二 式 王 = VR, 可 作 类 似 的 解释 . 

虽然 极 分 解 (2.4) 允许 我 们 从 变形 梯度 瓦 中 剔除 刚体 旋转 ， 分 离 
出 表示 局 部 变形 的 部 分 . 但 张 量 Cr 和 VV 的 直接 计算 是 很 不 方便 的 . 
注意 到 对 称 正定 阵 由 其 平方 唯一 确定 ， 我 们 引入 


C Fr'F=U?, (2.7) 
B-— FF =V, 


| 


其 中 天 ”表示 下 的 转 置 , 而 C 称 为 右 柯 西 - 格林 应 变 张 量 , BB 称 为 
左 柯 西 -格林 应 变 张 量 . 


注 2.1. 在 稳 态 的 情形 ,弹性 体 处 于 平衡 状态 ， 变 形 与 时 间 t 无 
关 ， 一 切 有 关 的 其 均 只 是 z 的 函数 . 此 时 ， 假 设 已 知 柯 西 - 格林 应 变 
瀛 其 ， 要求 决 定 弹 性 体 的 变形 y = V(zZ) = (yi (2), yo(Z2),ya(2)), 就 
化 为 求解 下 面 的 偏 微分 方程 组 


FYF= J/"G(z) 
或 
FFT = .2nG(z)， 
其 中 n= 二 3, 忍 及 J 分别 由 (2.3) 及 (1.3) 式 决定 , 而 G(z) 是 一 个 


给 定 的 对 称 正定 阵 ， 其 行列 式 为 1. 这 组 偏 微分 方程 有 3 个 未 知 函数 
Yi, 多 及 ys, 但 由 矩阵 的 对 称 性 ， 所 包含 的 方程 有 6 个 ， 因 而 是 一 个 
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超 定 ( 即 方程 个 数 大 于 未 知 函 数 个 数 ) 的 非 线性 偏 微分 方程 ， 称 为 三 维 
由 尔 特 拉 米 (Beltrami) 方程 . 类 似 地 ,可 以 定义 n 维 贝 尔 特 拉 米 方程 . 


2.3. 位 移 梯度 张 量 与 无 穷 小 应 变 张 量 
我 们 称 
uU=yYy—2z (2.9) 
为 位 移 向 量 , 利用 位 移 向 其 ， 五 可 以 写 为 
F=I+ Vu, (2.10) 
其 中 了 为 二 阶 单位 张 量 ， 而 


Ou; 
ve (中 (2.11) 


则 称 为 位 移 梯度 张 量 . 以 后 为 书写 简单 起 见 ， 在 不 致 引起 混淆 的 情况 
下 ， 一律 将 V。 简写 为 Y. 

现在 ， 我 们 用 Vw 来 表示 右 柯 西 - 格林 应 变 张 量 C. 由 (2.7) 与 
(2.10) 式 ， 有 


C=T+Vut+(Vu) + (Yu) (Vu). (2.12) 


前 面 说 过 , 张 量 C 可 用 来 描述 变形 过 程 中 在 所 论点 附近 各 个 方向 的 压 
缩 与 伸 长 ;而 C = 工 则 意味 着 在 该 点 相对 于 参考 构 形 没有 真正 的 变 
形 . 因此 ， C 一 了 可 以 作为 衡量 物体 相对 参考 构 形 而 言 的 形状 改变 的 
一 个 尺度 . 由 (2.12) 式 


C-T= Vue+(Yyar+(yajr(Van， (2.13) 
如 果 变形 很 小 ， 即 


OU 


Bi 1 (j= 12,3), (2.14) 


在 (2.13) 式 中 忽略 掉 高 阶 项 ， 即 进行 线性 化 后 ， 就 得 到 


C-I=28%, (2.15) 
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其 中 二 阶 对 称 张 基 


1 
五 二 3(Vu + (Vu)') (2.16) 
称 为 无 穷 小 应 变 张 量 或 柯 西 应 变 张 量 , 其 分 其 为 
1 Ous Ou; 


这 里 需要 说 明 的 是 ， 在 无 穷 小 变形 理论 中 , 由 于 假设 (2.14), 并 注 
意 到 (2.9) 式 ， 我 们 有 
Ou; 3 Ous OA 


Or; £1 OA OF; 


十 入 . 
OYj kl Oy Oz; OY; 


因而 通常 也 可 将 无 穷 小 应 变 张 量 马 的 分 量 取 为 
cj 一 (六 十 加 . (2.18) 
下 面 我 们 说 明 在 无 穷 小 变形 下 ， 张 其 马 = (eij) 的 几何 意义 . 设 
在 初始 时 刻写 = 0 有 两 个 微 线 元 dzl 与 dz2: 
dzl = (dli,0,0)”, 
dz” = (0, dz,0)7. 
变形 后 它们 分 别 变 为 dgy! 与 dy2, 其 长 度 相应 地 变 为 di 与 do. 利 
用 (2.2) 与 (2.10) 式 ， 我 们 有 
Ou: Du。，BusA\ 
dy! 二 11 一 1 一 2 二 3 
yy ( 二 Ox1 , Ox] 》 加 | du ， (2.19) 


2 发 1 Ous 2 dl, 


(2.20) 


d 一 一 一 一 
7 5 ， 二 页 5 


由 (2.19) 式 ， 并 略 去 高 阶 小 量 ， 得 


(di1)? = ( 十 2 ) (dl1)?. 
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因此 ， 再 一 次 利用 小 变形 假设 (2.14), 有 


即 
一 €11: (2.21) 


于 是 ， ell 表示 在 无 穷 小 变形 后 ， 原 先 在 el 方向 的 微 线 元 的 相对 伸 
长 . 对 ez2 及 ess 可 以 给 出 类 似 的 解释 . 

现 考察 在 无 穷 小 变形 中 , 两 微 线 元 之 间 夹 角 的 变化 . 设 dy 与 doy 
之 间 的 夹 角 为 9. 由 (2.19) 与 (2.20) 式 ， 并 咯 去 高 阶 小 量 ， 得 


Ou | Gus 


dyt .dy = 二 一 dL2. 
y dy (器 + 路 jd 2 


因此 
dlidl» cos0 = 2e12dlidl,. 


利用 (2.21) 式 ， 并 略 去 高 阶 小 量 ， 由 上 式 可 得 
1 
el2 一 3 co8 0 
记 站 = 刁 一 9 它 是 dzl 与 dz? 之 间 的 夹 角 在 变形 后 的 减少 量 ， 对 
小 变形 ， co89 = sin y 包 7 上 式 又 可 写 为 
el (2.22 
12 一 a ( ) 
于 是 ， el2 表示 在 无 穷 小 变形 后 ， 原 先 在 el 与 es 方向 上 的 两 微 线 元 
之 间 夹 角 的 减少 量 的 一 半 . 对 ezs 及 es1 可 给 出 类 似 的 解释 . 
最 后 ， 在 无 穷 小 变形 下 ， 还 有 
J = det F= det(T+ Vu) 1+trh, (2.23) 


其 中 trE = C11 十 e22 十 €33 为 E 的 迹 . (2.23) 式 说 明 : tr 表示 
在 无 穷 小 变形 过 程 中 体积 微 元 的 相对 增长 ， 


83. 守恒 定律 ， 应 力 张 量 


3.1. 质量 守恒 定律 

在 变形 后 的 弹性 体 所 占 空间 区 域 们 中 任 取 一 子 区 域 Gt. 设 它 在 
参考 构 形 中 ( 即 变形 前 ) 对 应 于 Go C [2. 以 po 与 p 分 别 表示 弹性 体 
在 变形 前 与 变形 后 的 质 基 密 度 ， 则 质量 守恒 律 可 表示 为 


[cy= | podz, (3.1) 
Gt Go 


其 中 dz = dzZidzazdza 等 .将 上 式 左 侧 的 积分 变量 Y 变 为 zw, 注意 
J = det 下 为 该 变换 的 雅 可 比 (Jacobi) 行列 式 ， 有 


人 pdy = 人 pJdz. (3.2) 
从 而 由 (3.1) 式 得 


人 (pj -po)dr=0, vcoc (3.3) 


注意 到 Go 的 任意 性 ， 由 上 式 得 到 


这 就 是 质 基 守恒 定律 的 局 部 形式 . 
因为 po 只 依赖 于 2, 而 与 + 无 关 ， (3.4) 式 又 可 写 为 


CS(pD) =0， (3.5) 


d 
其 中 7 为 物质 导数 . 由 直接 计算 不 难 验证 (见习 题 2) 


dJ 
= Jdivyo, (3.6) 


这 里 divy 表示 关于 变 基 y 的 散 度 . 于 是 (3.5) 式 可 以 改写 为 


dp . 
ar 二 pdivyv=0 (3.7) 
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+ (V: Vy)pt+ pdivyv = 0， (3.8) 
这 里 我 们 利用 了 (1.7) 式 . (3.8) 式 又 可 表 为 如 下 的 形式 
0 . 
到 + divy(pv) = 0. (3.9) 


这 就 是 在 空间 描述 下 质量 守恒 定律 的 局 部 形式 (微分 形式 ) 一 连续 性 
方程 . 我 们 在 第 二 章 关于 流体 力学 的 讨论 中 已 得 到 这 一 方程 (参见 第 二 
章 (1.10) 式 )， 读 者 还 可 将 它 与 在 第 一 章 中 得 到 的 电荷 守恒 方程 的 形 
式 相 比 较 (参见 第 一 章 (2.20) 式 ). 


3.2. 应 力 

上 市 只 从 运动 学 的 角度 讨论 了 弹性 体 的 变形 ， 并 没有 考虑 引起 这 
些 变 形 的 物理 原因 ， 即 作用 在 弹性 体 上 的 荷载 . 要 进一步 讨论 其 他 的 
守恒 律 ， 例 如 动 基 守 人 恒 律 ， 就 必须 对 这 些 引 起 变形 的 物理 因素 加 以 说 
明 ， 并 深入 分 析 由 它们 引起 的 弹性 体内 部 受 力 情况 的 变化 . 

弹性 体 的 荷载 可 分 为 两 类 ， 一 类 是 外 力 ， 另 一 类 是 温度 等 物理 因 
素 . 如 前 所 述 ,我 们 这 里 暂 不 考虑 因 温度 的 变化 所 造成 的 影响 ， 而 只 讨 


论 以 外 力 形 式 出 现 的 荷载 . 弹性 体 所 受 的 外 力 有 体积 力 D 一 单位 质 
其 弹性 体 所 受 的 外 力 ， 如 重力 等 还 有 表面 力 厂 一 一 单位 表面 积 所 受 


到 的 外 力 . 

在 荷载 的 作用 下 ， 弹 性 体 要 发 生变 形 ， 变 形 改变 了 物体 内 部 分 子 
之 间 的 相对 位 置 ， 在 物体 内 形成 了 一 个 附加 的 内 力 场 . 当 这 个 内 力 场 
足以 和 外 力 相 平 衡 时 , 变形 不 再 继续 ,弹性 体 达 到 平衡 状态 . 为 了 精确 
地 描述 并 分 析 这 个 内 力 场 ， 柯 西 (Cauchy) 引进 了 应 力 的 概念 . 

设 M 为 变形 后 弹性 体 即 人 2 中 的 一 点 . 过 M 点 作 一 曲面 5S 将 
弹性 体 分 为 1 及 下 两 部 分 ( 见 图 1). 现 考察 部 分 了 对 部 分 1 的 作用 . 
取 曲 面 S 在 M 点 处 的 单位 法 线 向 量 z 指向 部 分 工 之 内 , 在 SE 上 M 
点 的 邻 域内 取 面 积 元 素 AS, 并 设 部 分 工 通过 AS 作用 在 部 分 1 上 的 
力 为 人 下. 定义 

Af 


5 lm xs 


为 导 点 在 双方 向 的 应 力 向 量 (注意 ， er 的 方向 一 般 不 是 Z 的 方向 ). 


(3.10) 
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为 了 使 上 述 定义 合理 ， 我 们 作 如 下 假定 . 


柯 西 应 力 原 理 ， 在 弹性 体内 任 一 给 定点 1 ( 设 其 坐标 为 Y), 对 具 

有 公共 法 线 Z 的 一 切 曲 面 9, 于 给 定时 刻 用 上 述 方式 定义 的 用 点 在 

2 方向 的 应 力 向 量 是 相同 的 ， 即 与 9 的 选取 无 关 ， 这 样 ， 应 力 向 量 可 
写 为 

CI = 0o(t,y,v). (3.11) 


这 个 原理 说 明 ， 应力 向 其 o 与 曲面 9 的 曲率 无 关 ， 而 只 依赖 于 曲 
面 9 在 所 论点 的 法 线 方向 ， 由 牛顿 第 三 定律 ， 立 即 有 


ol(t,y,—v) = —o(t, y, vr). (3.12) 


3.3. 动量 守恒 定律 的 积分 形式 
对 42% 中 任意 选 定 的 子 区 域 Gi, 我 们 考察 其 中 的 动量 变化 情况 . 
Gt 中 的 动 基 为 
/ pvdy. 
Gt 


设 Gt 的 边界 为 5;, 则 Gi 所 受 的 力 为 作用 在 其 上 的 体积 力 5b 以 及 在 
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Gi 之 外 的 弹性 体 作用 在 S$: 上 的 应 力 C, 其 总 和 为 
人 ol(t, y, Vd + 上 | pb(t, y)dy 
由 牛顿 第 二 定律 ， 我 们 有 


d 
工 上 人 pvdy = 人 Cd 十 人 pbdy, (3.13) 


d 
其 中 3 为 物质 导数 . 因为 在 t 变化 时 ， Gz 也 随 之 变化 ， 因 而 不 能 简 


d 
单 地 将 上 式 左 端的 导数 7 移入 积分 号 内 ， 而 需 利用 下 述 引 理 进行 处 
理 . 
引 理 3.1. 对 任何 连续 可 徽 的 函数 的 成立 


d db 


证 明 如同 得 到 (3.2) 式 那样 ， 我 们 有 
/vody= | p79dz. 
Gt Go 
由 质 基 守恒 律 方程 (3.4), 上 式 可 写 为 
[ phdy = 人 pogdz 


nh p0dy = ma 


再 利用 (3.4) 式 ， 并 将 上 式 右 端的 积分 变量 再 变 回 到 y, 即 得 (3.14) 
式 . 证 毕 . 


利用 引 理 3.1，(3.13) 式 可 写 为 


因此 ， 


/ -dy = 人 cds+ 人 pody. (3.15) 
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这 就 是 动量 守恒 定律 的 积分 形式 . 

要 想 利用 格林 公式 将 上 式 右 端 第 一 项 的 曲面 积分 化 为 体积 分 ， 从 
而 得 到 动 其 守恒 定律 的 局 部 (微分) 形式 ， 还 需要 对 a 的 性 质 作 进 一 
步 的 探讨 . 


3.4. 动量 矩 守恒 定律 的 积分 形式 
设 Gs 及 Si 仍 如 上 段 中 所 述 . Gs 关于 原点 的 动 基 矩 为 


上 (y x pv)dy. 


Gs 所 受 的 总 力矩 ， 应 由 作用 在 其 上 的 体积 力矩 与 作用 在 S; 上 的 应 力 
和 矩 组 成 ， 即 为 


人 2 x od Le x pb)dy. 
由 动 其 矩 守 恒定 律 ， 应 有 


d 
he hee ho 


其 中 字 和 仍 为 物质 导数 F 应 用 引 理 3.1， 并 注意 到 5 一 v 与 xv 一 0， 
有 

d dv 

th p(y x vay=/ p [ x 守 ) dy. (3.16) 
从 而 可 得 


dv 
Wt x 御 ) 生 = hx ods+ | ply x bay. (3.17) 
这 就 是 动量 矩 守 恒定 律 的 积分 形式 . 


3.5. 柯 西 应 力 张 量 

柯 西 应 力 原理 告诉 我 们 :弹性 体内 每 一 点 的 应 力 向 量 a 只 依赖 于 
所 考察 的 方向 vv, 而 与 所 取 的 个 别 曲面 5 无 关 ， 这 使 得 我 们 得 以 定义 
应 力 向 量 . 但 在 空间 每 一 点 ， 有 无 穷 多 个 方向 v, 因而 仅仅 这 样 表示 应 


210 第 五 章 ”弹性 力学 
力 还 是 很 不 方便 的 .我们 希望 在 弹性 体内 每 一 点 ， 能 只 用 一 个 量 来 描 
述 该 点 的 应 力 . 这 个 量 就 是 柯 西 应 力 张 量 , 

定理 3.1. 存在 二 阶 张 量 T(y) 使 
clty,P) = TIy)r. (3.18) 
这 儿 为 简单 起 见 ， 不 再 标 出 有 关 基 对 t 的 依赖 性 . 


证 明 ”不 失 一 般 性 ， 不 妨 设 9 = 0， 作 以 原点 为 顶点 的 四 面体 
AG, 使 其 三 个 面 为 过 原点 的 坐标 平面 , 而 其 第 四 面 AS 的 法 向 量 恰 为 
vv ( 见 图 2). 将 在 坐标 平面 上 的 三 个 面 分 别 记 为 AS; (i = 1,2,3), 其 
单位 外 法 线 向 基 分 别 为 -ei (i = 1,2,3). 在 下 面 我 们 将 用 同一 记号 
表示 这 些 面 及 其 面积 . 显然 有 

ASi=uAS (i=1,2,3), (3.19) 


其 中 到 (i 二 1,2,3) 是 z 的 分 量 . 


§3. 守恒 定律 ， 应 力 张 基 
将 上 式 两 端 除 以 A9 ， 和 


1 1 
_ 一 dy 一 一 d 
SS 1 内 AS 人 sc md5 


tAS 55 人 ed + Xs sh), pbdy. 
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(3.20) 


在 始终 保持 AS 的 法 向 量 为 上 的 条 件 下 ， 令 人 5 到 原点 的 距离 hh 趋 
向 于 零 . 因 AG 的 体积 为 的 三 阶 小 量 ,， 所 以 在 被 积 沙 数 有 界 的 假定 


下 ,， 易 见 当 及 一 0 时 
1 1 
As hem 二 人 pm 
注意 (3.19) 式 ， 当 及 一 0 时， 有 
35 o(y, Vv)dS 一 o(0,v), 


二 人 vv -ei)ds =» wo(0, -ae 
(i = 1,2,3). 


这 样 ， 到 (3.12) 式 , 令 hh 一 0, 就 可 由 (3.20) 式 得 到 
3 
o(0,v) = > wo(0, ei). 
这 1 


一 般 地 ， 我 们 有 
3 
= 》 vol(y, ei). 
i=1 
设 
3 
Cl ei) = > ti(y €j (i = 1, 2, 3), 
j=1 
并 将 其 代入 (3.24) 式 ， 就 得 到 
3 


o(Yy,v) = 》、 tij(Y) Vjei. 


2,7 二 1 


(3.21) 


(3.22) 


(3.23) 


(3.24) 
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这 样 , 取 Ty) = (tij(y)), 上 式 即 给 出 (3.18) 式 . 由 张 量 识别 定理 ( 见 
附录 一 ) 知 ， 人 为 二 阶 张 量 ， 证 毕 . 


TIy) = (tij(Y)) 称 为 柯 西 应 力 张 量 . 其 分 量 11, ta 妇 3 称 为 正 
应 力 , t12,"… ,tz3 称 为 前 应 力 . 


3.6. 在 空间 描述 下 动量 守恒 定律 的 微分 形式 ， 柯 西 应 力 张 量 的 对 
称 性 
利用 定理 3.1, 动量 守恒 方程 (3.15) 式 可 写 为 


dw; 3 
Tiqy = /i ds / pd = 1,2,3). (3.25 
?人 Y 2 St 1 ‘tT Gf Y 0 3) G3 ) 


Bt 
ws 人 Day 


(3.25) 式 可 化 为 


和 1 


duw; 3 Otij . 


由 于 上 式 对 一 切 Gi C f2; 均 成 立 ， 所 以 有 


dy; 3 Otij; 
p—— 一 — pb;=0 1 = 1,2,3), 3.26 
7 2 Dy, ( ) (3.26) 
或 写 为 向 基 形 式 
d 
py —div,T- pb=0, (3.27) 
| ~ Otij 
其 中 divypT= | > 为 一 阶 张 量 ， 即 向 量 . 
j=1 Oy; 


(3.27) 式 就 是 在 空间 描述 下 动量 守恒 定律 的 微分 形式 . 它 与 我 们 
在 第 二 章 流体 力学 中 所 得 到 的 方程 在 形式 上 是 一 样 的 ， 实 际 上 ， 到 目 
前 为 止 ， 我 们 还 未 利用 所 讨论 的 对 象 为 弹性 体 的 这 一 假设 . 


3. 守 全 定律 应 毕 2 


现 考 察 动量 矩 守恒 定律 的 微分 形式 . (3.17) 式 的 分 其 形式 为 
3 
> pesny Ce fd = 之 大 EijkYIOhd St 


j,k=1 


+ 3 人 peipybrdy (i=1,2,3), (3.28) 


j=1 
其 中 ox 与 bx 分 别 为 o 与 已 的 分 量 ， 而 


1， 若 (i,j,k) 为 (1,2,3) 的 偶 置 换 ， 
Eijk 一 一 车 (i, k) 为 (1, 2, 3) 的 奇 置换 ， 
0， 车 (i,j,k) 中 至 少 有 两 个 数 相等 . 


应 用 定理 3.1 和 格林 公式 ， 有 


3 
人 EijkYIOkd Sz 一 二 人 EijkYjtkiVd Ss 


一 i tri}d 
-ew 交 (yjtr) dy. 


将 上 式 代 入 (3.28) 式 ， 并 注意 到 Gt 的 任意 性 ， 即 得 动量 矩 守恒 定律 
的 微分 形式 为 


0 
p 入 ci Co 了 -2 Sk By (Vsti) 


j,k=1 
—p 3 einyibk =0 (i=1,2,3). (3.29) 
jk=1 
下 面 我 们 利用 动量 守 便 方程 (3.26) 化 简 上 式 ， 显然 
2 Otkl 
> et (Wit) = 》， Eijk “k tl 二 yj Oy 5 


了 8 一 1 j,k l=1 


3 3 
一 》， ETRtK7 十 


J,k=1 k,l=1 


J 
其 中 07i 为 克 罗 内 克 (Kronecker) 记号 : 


0; 1, 若 7 = 
允 |] 0， 若 7 尖 1 
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将 上 式 代 入 (3.29) 式 ， 即 得 


3 Ot 
> EijkYS ( 吧 dor _ > By ph) - 人 Eijktri = =0 
[一 


J,k=1 天 一 ] 


(i = 1,2,3). 
注意 到 动量 守恒 方程 (3.26), 上 式 就 可 简化 为 


3 
evntyy =0 (i= 1,2,3). 


RL 
分 别 取 1 = 4,2,3, 就 由 上 式 得 到 
123 = ta2， ta31=t13, t= tol. 


综合 以 上 所 述 ， 我 们 有 
定理 3.2. 柯 西 应 力 张 量 了 = (tij) 为 二 阶 对 称 张 量 ， 即 成 立 


由 以 上 讨论 可 以 看 出 ,在 动 其 守恒 方程 (3.26) 成 立 的 前 提 下 ， 动 
量 矩 守恒 定律 与 柯 西 应 力 张 量 的 对 称 性 是 车 价 的 . 


3.7. 和 披 奥 拉 (Piola) 应 力 张 量 ， 物 质 描 述 下 动量 守恒 定律 的 微 
分 形式 

在 本 章 一 开始 就 指出 ， 在 弹性 力学 中 ， 通 常 更 方便 使 用 的 是 物质 
描述 方法 , 而 不 是 空间 描述 方法 . 下 面 首先 考察 , 要 得 到 在 物质 描述 下 
的 动 其 守 伍 定律 的 微分 形式 , 会 碰 到 什么 困难 . 为 了 得 到 这 个 方程 , 需 
要 将 (3.25) 式 中 的 积分 化 为 在 参考 构 形 [2 中 的 相应 区 域 Go 及 其 边 
界 So 上 的 积分 . 对 于 其 中 的 体积 分 ， 利 用 变量 代 换 及 (3.4) 式 ， 即 有 


dv dv 
,PRY = co po 下 dz， (3.31) 
hpoay =- /mpdr (3.32) 


难以 处 理 的 是 如 何 将 曲面 积分 
人 Tly)vdo 
化 为 一 个 具 如 下 形式 的 在 Go 的 边界 So 上 的 曲面 积分 : 


人 [? ndsso, 
0 


其 中 nn 为 So 上 的 单位 外 法 线 向 量 . 只 有 这 样 , 才 可 能 应 用 格林 公式 ， 
将 上 述 积分 化 为 Co 上 的 体积 分 ， 从 而 得 到 物质 描述 下 的 微分 方程 . 
为 此 ， 需 要 一 个 有 关 曲 面 微 元 的 变换 公式 . 


引 理 3.2. 设 人 [2 中 ww 处 的 曲面 徽 元 dSo ( 其 单位 法 向 量 为 4) 
在 变形 


下 对 应 于 {24 中 的 曲面 徽 元 dSi ( 其 单位 法 向 量 为 2)， 那 么 
vdS; = JF ndS,o, (3.33) 
其 中 下 ”表示 FF! 的 转 置 ， 而 ] 由 (2.23) 式 定义 . 
证 明 设 从 中 zw 处 的 两 微 线 元 dzl 及 dz2 构成 法 向 量 为 n 的 
平行 四 边 形 面 积 微 元 dSo; 相应 地 , 经 过 变形 , 在 人 2; 中 Yy 处 的 两 微 线 
元 dy 及 dz2 构成 法 向 量 为 z 的 曲面 微 元 dS4. 那么 我 们 有 


ndSo = dzl x dz2， (3.34) 
vdS: = dy x dy. (3.35) 


将 (3.35) 式 写 为 分 基 形 式 ， 可 得 


3 
mdS = >》 sirdyldy 
k=1 
Oy; Oy 1 
= 2 ea a dvidz?, 
J,k,g,r=1 ? Oz Orr 9 
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其 中 县 坟 表示 2 的 分 量 等 ， 而 ciik 的 定义 见 (3.28) 式 . 将 上 式 两 端 


， 就 得 到 
3 Oy 3 Oy; Oy; 0 
Yi Vi OY; OVk 1 2 
; d9; = ijh dr der’. 3.36 
. bm a Bra rr 9， (330) 


利用 行列 式 的 定义 ， 有 
了 一 > Oy1 Oy2 Oys 


E 
A Dr Ory Dr 


于 是 不 难 验证 
By; Oy; 0 

YD en (3.37) 

i k=1 


这 样 ， 注 意 到 (3.34) 式 ， (3.36) 式 可 写 为 


3 0 1 3 
Dg qs, = 》 epgJdrldr? 
qr=1 
= JnpdSo, (3.38) 


其 中 np 为 ni 的 分 其 . 注意 变形 梯度 张 量 五 的 定义 (2.3), 又 可 将 
(3.38) 式 改 写 为 


D> funds = JnpdSo, 
其 中 fip 为 情 的 分 量 . 上 式 对 p = 1,2, 3 均 成 立 ， 故 
FyvdS: = JndSo. 
这 就 证 明了 (3.33) 式 . 引 理 3.2 证 毕 . 


记 
P= JIF (3.39) 
应 用 引 理 3.2, 我 们 有 


人 Trds,= | Pd (3.40) 


83. 守恒 定律 ， 应 力 张 量 217 


由 (3.39) 式 给 出 的 媚 称 为 彼 奥 拉 应 力 张 量 ; 相应 地 ， Pn 称 为 役 奥 
拉 应 力 向 量 . 

需要 注意 的 是 ， 彼 奥 拉 应 力 张 二 虽然 是 在 参考 构 形 {2 上 定义 的 ， 
但 它 所 描述 的 仍 是 弹性 体 变形 后 的 应 力 ， 对 于 同一 质点 (变形 后 在 y 
处 ), 其 彼 奥 拉 应 力 向 其 Pn 与 柯 西 应 力 向 量 TV 方向 是 一 致 的 ， 只 是 
前 者 是 以 未 变形 的 单位 面积 来 测 其 的 ， 而 后 者 则 是 以 变形 后 的 单位 面 
积 来 测 其 的 ( 见 图 3). 


JJ x) 


图 3 


由 (3.39) 式 可 以 看 出 , 一 般 地 说 , 彼 奥 拉 应 力 张 量 不 是 对 称 张 基 . 


SS=F'P (3.41) 


显然 尹 是 对 称 张 基 ， 称 其 为 第 二 彼 奥 拉 应 力 张 量 ， 
引进 彼 奥 拉 应 力 张 量 后 ， 就 不 难得 到 物质 描述 下 动 基 守 恒定 律 的 
利用 (3.31) 一 (3.32) 和 (3.40) 式 , 在 进行 积分 变量 代 换 后 ，(3.25) 
式 即 化 为 


/ du 
关 Prd? — 人 PndSo 一 人 pobdz = 0. (3.42) 
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利用 格林 公式 ， 有 
人 Pnds, = / div Paz， 
So Go 


从 而 由 (3.42) 式 ， 并 注意 到 Go 的 任意 性 ， 立 即 得 到 


po = div ,P+4 pob, (3.43) 
Ot 
或 写 为 分 其 形式 
Ov Opi . 
一 一 一 0; = 1,2,3), 3.44 
m 误 和 Br, + po ( ) (3.44) 


d 0 
其 中 pij 为 忆 的 分 其 , 而 对 于 物质 描述 下 的 其 ， 3 与 这 是 一 致 的 . 
(3.43) 就 是 物质 描述 下 动 基 守 人 恒定 律 的 微分 形式 . 
在 物质 描述 下 ， 动 量 拒 守恒 定律 等 价 于 第 二 人 彼 奥 拉 应 力 张 量 的 对 
称 性 (见习 题 3). 


84. 本 构 方程 一 应 力 与 变形 之 间 的 关系 


4.1. 本 构 关系 的 一 般 形 式 
到 目前 为 止 所 讨论 的 内 容 ， 并 没有 涉及 所 研究 的 对 象 是 由 何 种 材 
料 构 成 的 ， 没 有 涉及 这 种 材料 对 荷载 的 反应 具有 什么 样 的 特性 ， 因 而 
对 一 切 连续 媒质 都 是 适用 的 . 为 了 能 使 动车 守恒 律 方程 (3.43) (如 果 
用 空间 描述 ， 则 为 动量 方程 (3.27) 与 连续 性 方程 (3.9)) 形成 一 个 封闭 
的 方程 组 ， 必 须 对 所 考虑 的 物体 ， 给 出 一 个 反映 其 构成 材料 本 身 性 质 
的 应 力 与 变形 之 间 的 关系 .这 个 关系 就 称 为 本 构 关系 ， 
四 前 所 达 ,物体 的 变形 可 以 用 记 形 梯度 张 旺 忆 ( 2] 过 
J 
一 物体 是 弹性 体 这 一 事实 ， 反 映 为 物体 在 任 一 给 定 质点 处 在 某 时 刻 的 
应 力 由 此 时 刻 变 形 樟 度 在 该 质点 的 值 所 唯一 确定 ， 也 就 是 说 ， 应 力 应 
为 变形 梯度 的 函数 ， 因此， 弹性 体 的 本 构 方程 ， 应 该 有 如 下 形式 ， 


Tty) 一 Tz, Flz)), (4.1) 
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84. 本 构 方程 


这 里 我 们 没有 明显 标 出 有 关 基 对 t 的 依赖 性 . 


定义 4.1. 柯 西 应 力 张 量 全 满足 假设 (4.1) 的 材料 ， 称 为 弹性 的 
或 柯 西 弹性 的 ， 其 中 了 称 为 响应 函数 . en 了 不 明显 依赖 
于 2, 称 弹 性 体 为 齐 次 的 ， 否 则 称 非 齐 次 


需要 指出 的 是 ， 一 弹性 体 是 否 为 齐 次 的 ， 并 不 仅仅 由 该 弹性 体 本 
身 决 定 , 还 依赖 于 参考 构 形 的 选取 . 也 就 是 说 ， 一 弹性 体 在 某 参 考 构 形 
下 是 齐 次 的 ， 在 另 一 “变形 过 ”的 参考 构 形 下 不 一 定 是 齐 次 的 . 

虽然 下 面 绝 大 部 分 的 讨论 对 非 齐 次 的 弹性 体 也 是 成 立 的 ,但 为 简 
单 计 ， 我 们 将 不 考虑 响应 函数 关于 2 的 明显 依赖 性 ， 即 假设 


TUg) = Hz)). (42) 


(4.2) 式 只 指出 了 柯 西 应 力 张 基 依 赖 于 变形 梯度 . 为 了 使 响应 函数 
寂 贡 二 区 央 生 性 休 罗 变 及 和 区 人 和 辐 罗 人 有 它 还 必须 满足 下 述 的 
客观 性 假设 . 

我 们 知道 ， 弹 性 体 在 刚体 运动 下 不 产生 任何 变形 ， 从 而 其 应 力 分 
布 情况 不 会 发 生变 化 . 也 就 是 说 ， 弹 性 体内 一 点 关于 某 方向 的 应 力 向 
基 , 在 刚体 运动 下 , 应 该 变 为 对 应 点 关于 对 应 方向 的 应 力 向 量 . 设 弹性 
体 由 参考 构 形 f2 变 为 位 后 ， 又 作 一 刚体 运动 再 变 为 2, 即 y 变 为 


y=a1Qy (4.3) 


其 中 @ 为 常 向 其， 而 Q@ 为 正 交 阵 . 
现 考察 f2 中 一 点 Y 处 关于 方向 上 v 的 应 力 向 基 全 (zz 在 刚体 运 
动 (4.3) 下 ， 2 点 变 为 (XY 中 一 点 依 ， Y 处 的 方向 vv 则 变 为 Vr 处 的 
方向 
1 一 已 vv， (4.4) 


而 应 力 向 基 和 2)v 则 应 变 为 久 处 关于 方向 i 的 应 力 向 量 TT (gp) 
( 见 图 4), 这 里 T* 是 关于 构 形 4 的 应 力 张 量 . 于 是 ， 


TV = QT(Y). (4.5) 
注意 到 (4.4) 式 ， 上 式 又 可 写 为 
人 (六 )Qvr = QTY) Lr. ~ 
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T*(y*)v* 


图 4 


因为 上 式 对 一 切 方向 几 均 成 立 ， 所 以 了 (六 )Q = QTIy), 即 成 立 
T(y) = QTNYQ". (4.6) 


由 (4.3) 式 ， 易 见 


d 1 好 
“一 (并) 9 


这 样 ， 利 用 由 (4.2) 式 给 出 的 响应 函数 外 (4.6) 式 可 以 改写 为 
TQ = AN NO". (4.7) 


定义 4.2. 本 构 关系 中 的 响应 函数 定 车 满足 (4.7) 式 ， 则 称 其 满 
足 客观 性 假设 . 


一 个 形 如 (4.2) 的 关系 式 能 够 成 为 一 种 弹性 材料 的 本 构 方 程 ， 其 
响应 函数 工 必须 满足 (4.7) 式 ， 即 满足 客观 性 假设 . 

下 面 我 们 讨论 在 满足 客观 性 假设 的 情况 下 ， 本 构 关 系 中 的 响应 函 
数 应 具有 怎样 的 形式 . 

由 引 理 2.1, 变形 梯度 张 量 下 可 表 为 FR 二 RU, 其 中 RR 为 正 交 
阵 ， 而 U 为 对 称 正定 阵 . 在 (4.7) 式 中 , 取 Q@ = RR', 就 有 


ND = RAR (4.8) 
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利用 右 柯 西 - 格林 应 变 张 量 C = Z 产 , 上 式 还 可 改写 为 
TB = RNOR,, (4.9) 
T(F) = FN(O)F,, (4.10) 
其 中 
NC) = Ne) 
NC) = CBNOR)CTL. (4.12) 


所 以 ,满足 客观 性 假设 的 本 构 方程 (4.2) 应 具有 如 下 形式 : 


T= RT(O)R", (4.13) 


T= FT(O)F". (4.14) 


现在 来 考察 彼 奥 拉 应 力 张 量 囊 由 成 的 定义 (3.39) 式 ， 并 利用 
P= JFi(O). (4.15) 


注意 到 det C = .及 , 上 式 又 可 写 为 


P= FHO), (4.16) 
其 中 
BP(C) = vdet CT(C). (4.17) 


对 有 些 弹性 材料 , 其 本 构 方程 还 可 以 用 给 出 贮 能 函数 的 方式 确定 . 
定义 4.3. 如 果 存 在 一 个 瓦 的 标量 函数 W 一 聊 ( 瑟 使 


Ofiy 


其 中 pij 为 彼 奥 拉 应 力 张 量 的 分 量 ， 则 称 该 材料 为 超 弹 性 的 ， 函 数 
W = 全 ( 殉 称 为 贮 能 函数 或 应 交 能 函数 . 


显然 ， 超 弹性 材料 一 定 是 弹性 的 . 
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对 于 超 弹 性 材料 ， 客 观 性 假设 由 下 式 给 出 : 
W(QF) = W(D), (4.19) 


其 中 @ 为 任 一 给 定 的 正 交 阵 .不 难 验 证 ， 若 贮 能 函数 WW 满足 (4.19) 
式 ， 则 由 它 确 定 的 柯 西 应 力 张 量 下 满足 (4.7) 式 (见习 题 5). 


4.2. 各 向 同性 材料 的 本 构 方程 

我 们 所 接触 到 的 许多 弹性 材料 都 是 各 向 同性 的 ， 例 如 橡胶 、 金 属 
等 . 但 也 有 例外 ,如 木材 就 是 典型 的 各 向 异性 材料 . 下 面 我 们 首先 给 出 
材料 为 各 向 同性 的 精确 定义 ， 然 后 考察 各 向 同性 这 一 特点 如 何 体现 在 
描述 弹性 体 本 构 关 系 的 响应 函数 的 性 质 上 . 

从 物理 直观 上 说 ， 一 弹性 材料 在 其 中 某 一 点 为 各 向 同性 ， 是 指 在 
该 点 的 同一 变形 不 管 施 于 哪个 方向 上 ， 由 此 引起 的 应 力 响应 本 质 上 应 
该 是 相同 的 . 

考察 弹性 体内 一 质点 z0 E 人 2 处 的 情况 .首先 看 弹性 体 的 如 下 均 
匀 变 形 

V(z) = 2 + Fz ~ 0), (4.20) 
其 中 五 为 常 张 基 . 在 这 一 变形 下 ,质点 x20 保持 不 变 , 而 在 z0 处 的 柯 
西 应 力 张 其 为 到 司 . 

其 次 考虑 如 下 的 变形 . 先 将 12 绕 z0 点 作 旋 转变 换 ， 设 其 变换 算 
阵 为 @ ( 正 交 阵 ); 然后 再 对 其 施 以 一 个 使 z9 保持 不 变 的 、 变 形 梯度 
为 五 的 均匀 变形 ， 即 将 z 点 变 为 ( 见 图 5) 

V2) = 2 + FQ(r - 72°). 
这 个 变形 的 变形 梯度 张 基 为 F@. 在 这 个 变形 下 ,质点 z0 处 的 柯 西 应 
力 张 量 为 ZFQ). 

在 上 述 两 种 情况 下 , 我 们 只 是 将 同一 变形 施 于 弹性 体 在 z0 处 的 不 
辐 方向， 如 果 材 料 在 各 个 方向 上 对 变形 的 应 力 响应 都 是 一 样 的 ， 那 么 
在 这 两 种 情况 下 ， 2? 处 的 应 力 张 量 应 该 是 一 样 的 ， 即 成 立 


TFQ) = TN). (4.21) 
定义 4.4. 如 果 弹 性 材料 的 本 构 方 程 (4.2) 中 的 响应 函数 全 对 一 
切 给 定 的 正 交 阵 (9 满足 (4.21) 式 ， 则 称 该 材料 为 各 向 同性 的 . 
下 面 对 各 向 同性 的 弹性 材料 讨论 其 本 构 方程 的 形式 . 
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由 引 理 2.1 知 ， 五 可 表示 为 
F= VBA, 


其 中 及 为 正 交 阵 ， 这样， 由 各 向 同性 材料 的 定义 (4.21) 式 有 


TD = TVR) = TV. (4.22) 
注意 工 的 定义 (4.11) 及 (2.8) 式 ， 还 有 
(PD = HY -HB). 
因此 ,对 各 向 同性 材料 , 柯 西 应 力 张 基 可 表 为 V 或 BB 的 函数 ， 即 本 构 
关系 具有 如 下 形式 : 
T= TV (4.23) 
或 ~ 
T= 1B). (4.24) 


通过 更 精细 的 讨论 可 以 证 明 ， (4.24) 式 实际 上 还 可 以 表示 为 更 为 
明确 的 形式 ， 见 下 述 的 定理 . 


定理 4.1. 对 各 向 同性 的 弹性 材料 ， 其 本 构 方 程 具有 如 下 形式 


T= polIpg)}T+ Pi({B)B+ Poll1B)B?, (4.25) 
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其 中 fl0, Bi 及 [a 为 对 称 张 量 日 的 三 个 主 不 变量 7 的 标量 画 数 . 

这 个 定理 的 证 明 ， 读 者 可 参阅 [种 . 

下 面 讨论 彼 奥 拉 应 力 张 量 ， 因 为 已 不 是 对 称 张 量 ， 不 可 能 给 出 类 
似 于 (4.25) 式 的 表示 .但 对 各 向 同性 材料 的 第 二 彼 奥 拉 应 力 张 量 允 
仍 有 类 似 的 结果 ， 即 可 以 表示 为 右 柯 西 - 格林 应 变 张 量 C 的 二 次 矩阵 
多 项 式 ， 而 该 矩阵 多 项 式 的 系数 则 只 依赖 于 C 的 三 个 主 不 变量 详 见 
下 面 的 定理 . 


定理 4.2. 对 各 向 同性 的 弹性 材料 ， 其 本 构 方 程 可 表 为 如 下 形式 
EE=%(loT+(Ic)C + (lc)C’, (4.26) 
其 中 和 0, 1 及 2 为 对 称 张 量 C 的 三 个 主 不 变量 jc 的 标量 函数 ， 
证 明 由 (3.39) 与 (3.41) 式 ， 
D5=JFITF. (4.27) 
对 并 应 用 定理 4.1, 并 注意 到 (2.7) 一 (2.8) 式 ， 上 式 给 出 
SE= J(Po(Ip)C + Bi(Tp)T+ Pa(1g)O). (4.28) 
由 五 的 极 分 解 ( 见 引 理 2.1) 易 得 妃 = RCR", 其 中 尽 为 正 交 阵 . 
因此 ， 
Tp = Io. (4.29) 
此 外 ， 由 凯 雷 - 哈密 顿 (Cayley-Hamilton) 定理 ， 成 立 
C—OCC + EOC — (CT = 0， (4.30) 
其 中 J(C) (i 二 1,2,3) 表示 C 的 第 i 个 主 不 变量 ， 所 以 
C = 1(C) (1(O)T- Nn(OC+ OC). (4.31) 


又 显然 有 
J = 1(C)U2. (4.32) 


将 (4.29) 、 (4.31) 一 (4.32) 式 代入 (4.28) 式 ， 即 得 (4.26) 式 . 定理 
证 毕 . 


定理 4.3. 设 参考 构 形 为 自然 状态 ， 即 成 立 TT) = 0, 则 对 在 此 
参考 构 形 附近 的 变形 ， 各 向 同性 弹性 材料 的 本 构 方程 有 如 下 形式 


= AtrBEI+ 2uE + ollE)|), (4.33) 
其 中 常数 入 及 内 称 为 拉 梅 (Lamé) 常数 ,加 一 3(C-D), 而 ol| 刘 |) 
表示 | 加 | 的 高 阶 项 . 
证 明 ”容易 直接 验证 
trC = 3+2trk, 
trC2 = 3+4trE+o(|El), 
trC3 3+6trE+o(lE|). 
现在 利用 以 上 诸 式 来 计算 C 的 三 个 主 不 变量 .首先 易 见 
DPC) = trO=3+2trb, 
PC) = (tC)’ — trC?) =3+ 4trB + o(|B|). 


为 计算 13(C), 在 (4.30) 两 端 取 迹 ， 并 利用 以 上 两 式 ， 可 得 
7(C) = (trC)’ 一 3trCtrC? 十 trCs 


= 1+2trE+o(|E|). 
对 yc 的 任 一 标量 函数 7, 利用 泰勒 展开 ， 易 知 有 


Ylc) = 7Y(1c) 
C=I 


0 ~ 
十 了 ?4Uc) Cr ‘2trE 


.4trEB+ YI) .2trE 
C=T 3 人 一 了 
+o(|E|). (4.34) 
在 (4.26) 式 中 令 C= 工 有 


Yllc) + nllo) + ml1o) =0, 当 C= 了 I 时 . (4.35) 
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将 qo(1o), Xi(1c) 及 ?(c) 分 别 表示 成 (4.34) 式 的 形式 ， 将 其 代入 
(4.26) 式 ， 并 注意 到 (4.35) 式 ， 即 得 (4.33) 式 .定理 证 毕 . 


如 果 在 本 构 关系 (4.33) 式 中 忽略 掉 五 的 高 阶 项 ， 就 得 到 
= XAftr 百 )7 十 21 五. (4.36) 


不 难看 出 ， 这 个 本 构 关 系 仍 满足 客观 性 假设 ,而且 所 表示 的 材料 是 各 

向 同性 的 . 具有 (4.36) 式 这 种 本 构 关系 的 材料 称 为 圣 维 南 ~ 基 尔 霍 夫 

(St. Venant-Kirchhof) 材料 . 这 是 一 种 最 简单 的 非 线性 弹性 材料 . 
对 于 超 弹性 材料 而 言 ， 各 向 同性 由 下 式 定义 : 


W(FQ) = W(D), (4.37) 
其 中 @ 为 任 一 给 定 的 正 交 阵 . 不 难 证 明 ， 若 超 弹 性 材料 的 贮 能 函数 满 
足 (4.37) 式 ， 则 由 它 给 出 的 柯 西 应 力 张 量 满足 (4.21) 式 (见习 题 6). 


4.3. 贮 能 函数 的 例子 
对 上 段 给 出 的 圣 维 南 - 基 尔 霍 夫 材 料 ， 可 以 验证 ， 其 贮 能 函数 由 
下 式 给 出 : 
W = S(trB)? 十 utrB. (4.38) 


为 了 进一步 给 出 一 些 有 用 的 贮 能 孙 数 ， 对 各 向 同性 材料 ， 先 探讨 


W = WI(F) (4.39) 
给 出 . 在 (4.19) 式 中 取 久 = 忌 并 注意 到 (2.4) 及 (2.7) 式 ， 就 有 
W(P=W(R' R= WU) = WO), 


即 贮 能 函数 仅 依赖 于 C. 这 几 , 类 似 于 (4.11), 定义 W(C) = 侈 (C3). 
再 利用 (4.37) 及 上 式 ， 并 注意 到 (2.7) 式 ， 可 得 


W(P=W(FQ) =W(FQ) (FQ)) =W(QCQ), 


即 贮 能 函数 可 写 为 加 
W = W(Q'C®), (4.40) 
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其 中 @ 为 任 一 给 定 的 正 交 阵 . 因为 C 为 对 称 正 定 阵 ， 所 以 总 存在 正 
交 阵 @, 使 QICQ = diag(A1, 和 2, A3), 其 中 Ni 和 2 及 入 是 CC 的 
主 值 . 于 是 ， 贮 能 函数 又 可 写 为 


W = W(diag(X, Mz, Xs))， (4.41) 
这 说 明 ， W 实际 上 只 依赖 于 C 的 主 值 ， 从 而 W 只 依赖 于 U 


的 主 值 J J2 及 14a. 显然 ， 由 = 和 7 (i 二 1,2,3). 
对 不 可 压缩 的 情况 ， 即 变形 满足 约束 条 件 


J=1 (4.42) 


时 ， 奥 格 登 (Ogden) 给 出 如 下 形式 ( 奥 格 登 材 料 ) 的 贮 能 函数 : 


M 
W = 2 aly? + pF + pu — 3) 
i=1 
N 
+ Dbi( (jana) + (Hsp) + (p112)%: — 3), 


i=1 


(4.43) 


其 中 常数 Qi; 之 0, b; 之 0, Qi 之 0, Bi 之 0. 上 式 各 项 中 出 现 的 一 3 是 非 本 质 
的 ， 只 是 为 了 使 当 j= pa = 1 = 二 1 时 ，W = 0. 实验 表明 ， 某 种 
硫化 橡胶 的 贮 能 函数 可 由 (4.43) 式 给 出 ， 其 中 


M=2, N=1, aa=5 Qs=1.3, f=2; 
Q1=24, azs=4.8x10, bi=5x10°(kg/m?). 
作为 (4.43) 的 特例 ， 有 新 型 明 克 (Neo-Hookean) 材料 : 


W = a(p + 42 +43 — 3); (4.44) 
姆 内 一 里 夫 林 (Mooney-Rivlin) 材料 : 


W = a(Wi+12+p3 3) 
thbi((p2p3) + (psp1)* 二 (Up — 3). (4.45) 
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对 可 压缩 的 情况 , 变形 不 受 (4.42) 式 的 限制 , 奥 格 登 建议 在 (4.43) 
式 右 端 添加 一 项 所 JaHzHs) 二 det 而 )， 其 中 大 应 满足 如 下 条 件 : 


当 & 一 十 0 时 ， T(E£) 一 上 oo. (4.46) 


这 意味 着 对 所 考察 的 材料 , 需要 无 穷 大 的 能 量 才能 将 其 体积 压缩 为 零 . 
函数 本 的 图 像 ， 见 图 6. 这 样 ， 可 压缩 的 奥 格 登 材料 的 贮 能 函数 由 下 


M 
W = > ai(l 和 十 1 十 一 3) 
?一 ] 
N 
十 2, bi((p2p3) + (psp3) + (p112)8: — 3) + Tp1p213). 
(4.47) 


~=1 


图 6 


希 阿 雷 (Ciarlet) 与 盖 依 蒙 纳 (Geymonat) 给 出 一 类 材料 的 贮 能 
函数 为 
W = a(pi + 12+ 43) + 6b((pap3)? + (p31)? 十 (ap 
+T(pp2pa), (4.48) 


其 中 a>>0,8>0,7(€)=ct?-dint+e, 而 c>0,d>0,eeR 
( 见 鸭 , [5]). 
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以 上 的 贮 能 函数 均 由 张 基 U (或 C) 的 主 值 给 出 . 为 了 能 用 变形 
梯度 张 基 下 表示 贮 能 函数 ， 只 要 注意 
好 十 尼 十 褒 三 tr "Dh), 
(p213)> + (Hat) + (p112)? = tr(cof( FF)), (4.49) 
HLHU2Ha = det F, 
其 中 cof4 表示 A 的 余子 式 矩 阵 ， 即 由 A 中 元 素 相应 的 代数 余子 式 
组 成 的 矩阵 . (4.49) 中 第 一 及 第 三 两 式 是 显然 的 ， 第 二 式 的 证 明 见 习 
题 9. 特别 当 Qi 三 应 =2 时 ， 容易 利 用 (4.49) 中 的 诸 式 将 (4.47) 式 
的 右 端 用 F 的 表达 式 给 出 . 
4.4. 线性 弹性 一 广义 胡 克 定律 
假设 参考 构 形 是 自然 状态 ， 即 成 立 人 J = 0. 对 在 参考 构 形 附近 
的 小 变形 ， 可 用 它 的 线性 化 作为 一 种 近似 . 


记 1/2 
2 
e = |Vu| = 阳 下 | (4.50) 
对 于 小 变形 ， 我 们 总 假定 
el1. (4.51) 
将 (4.16) 式 中 的 及 CO) 在 C = 工 附近 展开 ， 注 意 到 
B71) = 0， (4.52) 
我 们 有 
AO) = 3A(C -D+ O(e), (4.53) 
其 中 A = (Qijp) 为 一 个 四 阶 张 量 ， 其 分 量 为 
Qijkl = 2 3 or (4.54) 


其 中 而) 及 cki 分 别 为 五 与 C 的 分 量 ; 而 A(C 一 卫 表示 对 A 与 
C 一 了 这 两 个 张 基 作 张 量 积 后 再 进行 缩 并 ( 见 附录 一 ), 这 是 分 量 为 


3 
》、 Qijkl (Ckl 一 Our) 


k,l=1 
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的 二 阶 张 量 ， 又 注意 到 由 (2.15) 式 ， 有 
3(C -1D)= E+O(’), (4.55) 
将 (4.53) 代入 (4.16) 式 易 得 


P= (I+ vwG4(C -D+O(e’)) 
= AE+O(e’), (4.56) 


其 中 4 到 的 意义 同 A4(C 一 卫 . 在 上 式 中 略 去 O(e?), 即 取 线性 近似 ， 
就 得 到 

P= AE, (4.57) 
或 写 为 分 量 的 形式 


3 
Pij = > Qijkienkl (4.58) 
kl=1 


轩 2 OT; Oz; 
为 无 穷 小 应 变 张 基 的 分 量 (参见 (2.17) 式 ). 

(4.57) 或 (4.58) 式 就 是 在 自然 状态 附近 小 变形 的 情况 下 ， 本 构 关 
系 的 线性 近似 . 它 是 经 典 线性 弹性 理论 的 基础 , 称 为 广义 胡 克 定律 . 需 
要 指出 的 是 ， 这 个 广义 胡 克 定律 并 不 是 前 述 一 般 弹 性 理论 的 特例 ， 而 
只 是 对 小 变形 情形 的 一 种 近似 ， 因 为 它 并 不 满足 客观 性 假设 . 
因为 C 是 对 称 张 量 ,由 A 的 定义 (4.54) 式 知 


其 中 


Qijkl 一 Qijlk. 
如 果 假 定 材 料 是 超 弹 性 的 ， 则 不 难 验证 (见习 题 4), 还 有 
Qijkl = Qlij. 
这 样 ， 四 阶 张 量 4 具有 以 下 的 对 称 性 : 


Qijkl 一 Qklij = Qijlk = Qjikl: (4.59) 
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下 面 讨论 各 向 同性 材料 的 情况 . 注意 已 = F 罗 ( 见 (3.41) 式 ), 由 
定理 4.3, 容易 证 明 
Dij = A(e11 十 €22 + €33)6i; + 2Ueij (4.60) 


从 而 得 到 
Qijkl = Man + H(igOj 十 Oa0jk). (4.61) 
这 一 结果 ， 也 可 利用 四 阶 张 基 和 是 各 向 辣 性 的 性 质 ， 由 四 阶 各 向 同性 
张 基 的 一 般 形 式 ( 见 附录 一 ) 导出 . (4.60) 式 是 用 应 变 来 表示 应 力 ， 
通常 称 为 应 力 -应 变 关 系 . 也 可 以 从 (4.60) 式 解 出 eij, 得 到 如 下 的 
应 变 一 应 力 关系 : 
1 入 
eij = Dy 一 BN Fa) PH 十 p22 十 D33)0i;. (4.62) 
为 了 进一步 说 明 拉 梅 常数 的 物理 意义 ， 我们 先 回顾 一 下 最 简单 的 
胡 克 定律 . 设 有 一 长 为 4 、 横 截面 为 9 的 均匀 圆柱 形 构件 ， 并 设 其 在 
轴 向 拉力 上 的 作用 下 产生 拉 伸 变形 ， 伸 长 量 为 A/. 胡 克 定律 指出 : 在 
相对 伸 长 较 小 时 ， 其 相对 伸 长 se = AL/! 与 轴 向 应 力 o = f/S 成 正 
比 ， 即 成 立 
og = Ee, (4.63) 
其 中 只 由 材料 决定 , 称 为 杨 氏 (Young) 模 量 . 此 外 ,实验 还 宸 明 ; 
在 一 定 条 件 下 ， 随 着 拉 伸 荷载 的 增加 ， 构 件 的 横 截 面 直 径 d 将 随 之 减 
少 . 记 Ad 为 d 的 增加 量 ( 负 值 ), 并 记 sg = Aqd/d, 则 一 eg 与 ca 成 
正比 ， 即 成 立 
一 Ed = VEa， (4.64) 
其 中 vv 称 泊 松 比 . 
如 果 我 们 取 上 述 轴 向 拉 伸 的 方向 为 el 方向 ,那么 这 个 单 轴 拉 伸 应 
力 状态 的 应 力 张 量 为 


从 而 由 (4.62) 式 得 

(M+1)o pyr = em Mo 
TES] ”203AT2 

6i; = 0, i 六 


C11 
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由 杨 氏 模 量 与 泊 松 比 的 意义 ， 我 们 知道 


2 EC22 __ CE33 
€11 : C11 C11 
因此 成 立 ( ) \ 
4(3A+ 24 
一 — 二 一 一 一 ， 4.65 
A+p ” 2( 入 十 1) (4.65) 
或 E E 
入 一 /= 一 一 一 (4.66) 


人 二 四 (二 2 2(L 寺 如 
这 样 ， 利 用 杨 氏 模 量 妃 与 泊 松 比 忆 应变 - 应 力 关系 (4.62) 可 以 
写 为 如 下 的 形式 : 


1 
el1 一 FPn — VV (p22 十 p33)), 


1 
€22 一 万 (pz 一 Z(pas + p11)), 


1 
€33 二 万 (pa3 一 (pil + p22)), 


eij 一 元 1 天 了 
这 是 工程 中 最 常用 的 应 变 一 应 力 关系 . 其 物理 意义 是 明显 的 . 如 (4.67) 
的 第 一 式 说 明 : el 方向 的 正 应 变 是 由 el 方向 的 正 应 力 pli 产生 的 伸 
长 , 减 去 ez 及 es 方向 的 正 应 力 产生 的 压缩 而 成 的 . 
现在 考察 前 应 变 eij 与 前 应 力 Di 人 天 力 . 以 ei12 与 p12 为 例 ， 
将 (2.22) 代入 (4.67) 式 有 


(4.67) 


LK = p12/7Y, (4.68) 


其 中 外 为 el 及 es2 方向 的 微 线 元 在 变形 后 其 夹 角 的 减少 量 . (4.68) 
式 说明 : 拉 梅 常数 / 表示 前 应 力 与 由 它 所 引起 的 角度 变化 之 比 ， 称 为 
剪 切 模 量 . 

由 (2.23) 式 ， 在 线性 弹性 的 情形 ， 有 


=1+trbE, 
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从 而 由 变形 产生 的 体积 增长 率 为 
J—1= trkE. 


将 平均 正 应 力 1trP 与 由 变形 产生 的 体积 增长 率 之 比 k 称 为 体积 弹性 
模 量 . 由 (4.62) 式 可 得 


2 


从 以 上 讨论 可 以 看 出 : 对 拉 梅 常数 入 及 人 应 施加 限制 , 使 得 杨 氏 
模 基 EE 、 剪 切 模 量 jy 、 泊 松 比 v 及 体积 弹性 模 量 k 均 取 正 值 . 
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5.1. 线性 弹性 动力 学 方程 组 
在 这 一 段 里 ， 我 们 讨论 线性 弹性 动力 学 方程 组 及 其 定 解 问题 .此 
时 ， 本 构 关 系 由 (4.58) 给 出 ， 将 其 代入 动 其 守恒 方程 (3.44), 并 注 


意 到 由 (2.9) 式 有 v= 1 就 得 到 如 下 的 方程 组 


O2ux J. Ou pp 
Or0m Oror) 0 
(i = 1,2,3). (5.1) 


由 于 Qijgi 二 Qijtk ( 见 (4.59) 式 ), 故 


这 样 ， (5.1) 式 可 以 简写 为 下 述 形式 ， 


O22 


3 
本 +pob; (i= 1,2,3). (5.2) 
jh 


(5.2) 式 是 一 个 未 知 函 数 为 4 = (uiy ua 43) 的 二 阶 线性 偏 微分 方 
程 组 . 要 研究 这 个 方程 组 的 性 质 及 其 定 解 问题 , 首先 要 确定 它 的 类 型 . 
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为 此 必须 对 线性 弹性 张 量 和 = (Qijnt) 进一步 给 出 在 物理 上 合理 的 假 
定 


在 弹性 体 自由 振动 ， 即 外 力 5 = 0 的 情况 ， 考 察 方程 组 (5.2) 如 
下 形式 的 平面 波 解 ， 

u = €ev mT) (5.3) 

其 中 & 一 (&1, €2, &3) 及 7 一 (771 12, 773 ) 均 为 实 向 基 . 对 纯 弹 性 材料 

的 自由 振动 而 言 ， 由 于 既 没 有 能 其 的 增加 ， 也 没有 能 其 的 损失 即 耗 散 


效应 ， 我 们 应 期 望 平面 波 (5.3) 在 传播 过 程 中 其 振幅 既 不 增 大 也 不 误 
减 . 这 样 ， 在 (5.3) 右 端的 入 应 保持 为 实 值 ， 于 是 应 有 


po > 0. (5.4) 
将 平面 波 (5.3) 代入 b= 0 时 的 方程 组 (5.2), 可 得 
3 
po = >》 ai (i= 1,2,3). 
jk 
将 上 式 两 端 乘 以 &, 并 对 1 从 1 到 3 求 和 ， 有 
3 
asjutiéenm = PoA2E| 2 (5.5) 
| 


这 意味 着 对 一 切 非 零 向 量 & 及 JE IR3, (5.5) 式 的 左 端 恒 取 正信 ， 据 
此 ， 我 们 给 出 如 下 的 定义 . 


定义 5.1. 若 存 在 常数 Q > 0, 使 


Qn malél nl, veé,n € 下 2， (5.6) 


3 
rn 

则 称 四 阶 张 量 4 二 (aijgl) 满足 强 椭 圆 性 条 件 . 
下 面 总 假定 线性 弹性 张 量 4 = (Qijm) 满足 强 椭 圆 性 条 件 ， 对 于 
各 向 同性 材料 ， 可 以 证 明 ， 强 椭圆 性 条 件 (5.6) 等 价 于 拉 梅 常数 入 及 


上 满足 
人 > 0， 入 +24 > 0. . (5.7) 
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这 个 结论 的 证 明 作为 习题 留 给 读者 . 

如 果 张 量 A = (aijmi) 满足 强 椭圆 性 条 件 (5.6), 则 称 方程 组 (5.2) 
为 二 阶 双 曲 型 方程 组 (关于 这 个 方程 组 双 曲 性 的 进一步 说 明 ， 见 下 段 
对 非 线性 弹性 动力 学 方程 组 的 讨论 ). 

如 同 波动 方程 一 样 ， 对 二 阶 线 性 双 曲 型 方程 组 (5.2) 也 可 以 提 两 
类 定 解 问题 ， 柯 西 问题 与 混合 初 - 边 值 问题 . 

所 谓 柯 西 问题 ， 就 是 在 t > 0, m € IR3 中 求 方程 组 (5.2) 的 解 
u(t, 2), 使 其 在 t = 0 时 满足 初始 条 件 : 


ui(0, x) = wu (z), (0, 2) = wl(z) (i=1,2,3), (5.8) 
其 中 风 (z) 与 外 (2) (i 二 1,2,3) 均 为 适当 光滑 的 已 知 函 数 

混合 初 - 边 值 问题 的 提 法 如 下 : 设 ?为 有 3 中 的 一 个 区 域 ， 在 
t > 0, ZE 9 中 求 方程 组 (5.2) 的 解 u(t, z), 使 其 在 t = 0 时 满足 形 
如 (5.8) 的 初始 条 件 ， 而 在 人 的 边界 0f2 上 满足 下 述 边界 条 件 之 一 ; 


wilan = hilt, 2) (i= 1,2,3) (5.9) 
或 
- Oux . 
2 ma) =0i(t,2) (i=1,2,3), (5.10) 
jkl=1 Ti op 


其 中 了 > 0 为 任意 给 定 的 正 数 ， hi 及 oi (i = 1,2,3) 为 适当 光滑 的 
已 知 函 数 ， 并 在 {t 二 0} x 912 上 满足 适当 的 相 容 性 条 件 ， 边界 条 件 
(5.9) 相应 于 在 弹性 体 的 边界 602 上 给 定位 移 4, 而 边界 条 件 (5.10) 
则 相应 于 在 边界 042 上 给 定 应 力 向 量 Pn. 在 应 用 中 还 会 经 常 碰 到 两 
种 边界 条 件 混合 出 现 的 情形 : 在 0 的 一 部 分 九 上 给 定形 如 (5.9) 的 
边界 条 件 ， 而 在 其 另 一 部 分 上 给 定形 如 (5.10) 的 边界 条 件 . 

线性 弹性 动力 学 方程 组 (5.2) 是 一 个 二 阶 线性 双 曲 型 方程 组 ， 其 
(|) 的 方法 处 再 例如 ， 可 用 算 子 半 群 的 方法 予以 讨论 
见 [9]). 

特别 对 各 向 同性 材料 的 情况 ， 方 程 组 (5.2) 的 许多 定 解 问题 可 简 
化 为 波动 方程 的 相应 问题 子 以 讨论 ， 此 时 ， 由 (4:61) 式 ， 


Qijhkl = A0i50kr + H(i + adjg), 
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因此 方程 组 (5.2) 化 为 
Ou ; 
Br = HA + M+)grad divu. (5.11) 


这 里 ， 为 讨论 简单 起 见 ， 我 们 设 po = 1, b= 0. 
下 面 考察 方程 组 (5.11) 的 柯 西 问题 . 由 第 一 章 引 理 6.3 知 ， 任 一 
向 基 场 4 均 可 分 解 为 纵 场 与 横 场 的 登 加 ， 
4 一 忆 十 也 ， (5.12) 
其 中 心 及 Ww 分别 为 纵 场 与 模 场 ， 即 满足 条 件 : 
rotv = 0, divw = 0. (5.13) 


这 一 分 解 现在 相当 于 将 弹性 波 分 解 为 一 个 无 旋 脱 胀 部 分 和 一 个 等 容 部 
分 . 由 第 一 章 引 理 6.2, 纵 场 2 一 定 可 以 表示 为 一 个 标量 场 9 的 梯度 : 


2 一 grad ¢. (5.14) 


这 样 ， 对 于 纵 场 v, 方程 组 (5.11) 化 为 


六 
Frasrad p= JAgrad g++ (A+ HW)grad AY, 


即 ， 

Ov 

re a? Aw, (5.15) 
其 中 

a? = A+ 2y; (5.16) 
而 对 于 横 场 ww, 方程 组 (5.11) 则 化 为 

2 

3 = a2Aw, (5.17) 
其 中 

a2 = (5.18) 


这 样 ， 各 向 同性 的 线性 弹性 动力 学 方程 组 (5.11) 的 柯 西 问题 就 可 以 化 
为 波动 方程 (5.15) 及 (5.17) 的 相应 问题 来 求解 . 
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设 初始 条 件 由 (5.8) 式 给 出 . 将 初始 资料 Uw? 及 tl 分 解 为 纵 场 与 
横 场 之 和 


Ww 一 十 2 (5.19) 
Wl 二 Wb 二 (5.20) 


其 中 Ww2 与 Uz 为 纵 场 ， ?好 与 他 为 横 场 . 设 为 波动 方程 (5.15) 
在 初始 条 件 


Ov 1 
o|_， = wy, 元 | = 4 (5.21) 
下 的 解 了 为 波动 方程 (5.17) 在 初始 条 件 
1 Ow 1 
wl 二 4, | 一 Uh (5.22) 


下 的 解 ， 不 难 验 证 ，v 及 也 仍 分 别 为 纵 场 与 横 场 ,所 以 它们 的 释 加 ， 
即 (5.12) 式 , 给 出 柯 西 问题 (5.11) 及 (5.8) 的 解 . 

在 实际 求解 中 , 将 初始 资料 分 解 为 纵 场 与 横 场 的 乔 加 不 一 定 方便 . 
利用 (5.12) 式 , 可 以 看 出 , 方程 组 (5.11) 还 可 以 化 为 如 下 的 四 阶 方程 
(作为 习题 留 给 读者 验证 ): 


名 -ea] 区 - 2 w=0 (623) 


利用 齐 次 和 非 齐 次 波动 方程 柯 西 问题 的 求解 公式 (例如 ， 见 [1], [2])， 
可 以 由 上 式 给 出 柯 西 问题 (5.11) 及 (5.8) 的 解 的 表达 式 . 

如 所 周知 ， 对 波动 方程 (5.15), 解 于 时 刻 t 在 空间 点 w 处 的 值 的 
依赖 区 域 为 以 z 为 球 心 、 半 径 为 dat 的 球面 (例如 ， 见 [1]); 而 对 波动 
方程 (5.17), 相应 的 依赖 区 域 则 为 以 z 为 球 心 、 半径 为 azt 的 球面 . 但 
不 能 据 此 得 出 方程 组 (5.11) 的 解 的 相应 的 依赖 区 域 为 以 2 为 球 心 、 半 
径 分 别 为 a1t 与 azt 的 两 个 球面 , 这 是 因为 在 分 解 式 (5.19) 及 (5.20) 
中 ， 右 端的 纵 场 与 横 场 在 某 一 点 处 的 值 ， 并 不 仅仅 由 其 左 端 向 量 场 在 
该 点 附近 的 局 部 性 态 确定 ， 而 依赖 十 整个 空间 中 被 分 解 的 向 量 场 ， 但 
是 利用 方程 组 (5.23) 所 导出 的 方程 组 (5.11) 柯 西 问 题解 的 表达 式 ， 
可 以 证 明 : 方程 组 (5.11) 的 解 于 时 刻 t 在 x 处 的 值 的 依赖 区 域 为 以 
2 为 球 心 、 半 径 分 别 为 git 与 azt 的 两 个 球面 所 围 成 的 球 壳 区 域 ( 见 
[2], [8]). 
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下 面 我 们 说 明 ， 线 性 弹性 张 量 和 = (aijn1) 除 满足 强 椭圆 性 条 件 
(5.6) 外 ， 实 际 上 还 满足 更 强 的 条 件 . 为 了 导出 这 一 条 件 ， 我 们 考察 弹 
性 体内 总 机 械 能 的 转化 情况 . 任 取 Go C f2, 在 一 定时 间 内 作用 在 Go 
上 的 外 力 及 在 Go 边界 So 上 的 应 力 所 作 的 功 ， 一 部 分 体现 为 Go 中 动 
能 的 增加 ， 而 另 一 部 分 则 作为 变形 能 (或 称 为 应 变 能 ) 在 Go 中 贮存 起 
来 . 记 单位 体积 的 应 变 能 为 W, 那么 Go 中 的 总 机 械 能 为 


> 1 oul 
5 c 


ot 


dz 十 [ Wdz. 
Go 


在 单位 时 间 内 ， 作 用 在 Go 上 的 力 所 作 的 功 为 (参见 (3.42) 式 ) 
Ou 
人 oo0D: wth (Pn) .ds 
0 Ou 
= 人 00D . +/ Bz CE 


在 得 到 上 式 碳 的 过 程 中 ， 我 们 利用 了 格林 公式 、 由 以 上 计 沦 。 训 有 


a (If me 
dt \2Jo™ 


| ot [Was] 


3 DO Ou; 
一 > 人 py @ 加 人 dt 00D . qr. (5.24) 


2,7=1 


利用 动量 守恒 方程 (3.44), 并 注意 应 力 张 量 号 = (pij) 的 对 称 性 (这 由 
(4.58) 与 (4.59) 式 可 以 看 出 ), 由 上 式 易 得 


d 
Fh ve = yh pi 


J 


全 人 ae dz. 


i,7=1 


再 利用 广义 胡 克 定律 (4.58), 上 式 即 可 改写 为 


| 


d d 1 
df Go Wdzx = Ar > 5 人 Qi7JklEijJEKLdZ. (5.25) 
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取 弹 性 体 在 自然 状态 ( 设 t+ 二 0 时 为 这 一 状态 ) 下 应 变 能 密度 函数 
W ==0, 对 上 式 从 0 到 t 积分 ， 并 注意 Go C 人 2 的 任意 性 ， 即 有 


1 3 
“2, 2 | (5.26) 


这 就 是 线性 情况 下 贮 能 函数 ( 即 应 变 能 密度 函数 ) 的 表达 式 ， 从 物理 上 
说 ， 只 要 应 变 张 量 百 = (eij) 不 为 零 ，W 总 应 该 是 正 的 . 所 以 线性 弹 
性 张 基 和 = (Qijx1) 的 另 一 个 合理 的 假设 是 下 述 稳定 性 条 件 . 


定义 5.2. 若 存 在 常数 G > 0 使 


3 
> aineyen>d| El (5.27) 


djsk, l=1 


对 一 切 对 称 引 阵 五 = (ei;) 成 立 ， 其 中 |EBl? = > 的 ， 则 称 4 == 
bj 
(Qijk1) 满足 稳定 性 条 件 . 


强 椭圆 性 条 件 (5.6) 与 稳定 性 条 件 (5.27) 之 间 有 什么 关系 呢 ? 下 
面 证 明 ， 由 稳定 性 条 件 可 以 推出 强 椭圆 性 条 件 ， 事实 上 ， 取 


1 i ， 
€ij 一 本 (S 二 6 (27 = 1,2,3), 


注意 到 A 的 对 称 性 (4.59), 由 稳定 性 条 件 (5.27) 可 得 


3 3 
>》 QijklEiERN; ni 二 Qij kLECij Ekl 
7,k,L= 6 j,k,l=1 


1 
~ 3 ~ 
CQ 
2 > 
这 就 是 强 椭圆 性 条 件 . 但 反之 不 然 . 这 可 由 下 面 对 各 向 同性 材料 的 讨 
论 看 出 对 于 各 向 同性 材料 ,可 以 证 明 (见习 题 8): 稳定 性 条 件 (5.27) 
等 价 于 要 求 拉 梅 常数 入 及 / 满足 


2 
1>0, “A++3U>0 (5.28) 


(比较 (5.7) 式 0 
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在 下 面 关 于 稳 态 问题 的 讨论 中 ， 稳 定性 条 件 将 起 着 重要 的 作用 . 


5.2. 非 线 性 弹性 动力 学 方程 组 
假定 已 知 弹性 材料 的 本 构 关系 (4.2), 则 由 彼 奥 拉 应 力 张 量 的 定义 
(3.39) 有 
Dz) = PY)), (5.29) 
其 中 PA) = det FNPF)FT. 将 (5.29) 式 代入 动量 守恒 方程 (3.44)， 
就 得 到 如 下 非 线 性 弹性 动力 学 的 基本 方程 组 : 


O2y; 3 O02 
一 二 一 il(V 人 一 -一 一 b; 一 12,3)，(5.30 
2 Qijnt( Y) Br On 十 Po 人 3)，(5.30) 


Opij 
aijni( FP) 一 Ey (5.31) 


四 阶 张 基 4 = (Qiyni( 国 ) 称 为 弹性 张 量 . 显然 ,我 们 也 可 以 将 (5.30) 
式 写 为 关于 位 移 向 量 4 二 y 一 2 的 方程 组 

如 果 材 料 是 超 弹性 的 ， 由 (4.18) 与 (5.31) 式 有 
OW 

2 = 一 -一 一， 5.32 

aini(F) OfyOfu (5.32) 


其 中 多 为 贮 能 函数 .此 时 弹性 张 量 4 显然 具有 对 称 性 ， 
Qint (FP) 一 amij(F). (5.33) 


在 对 弹性 动力 学 方程 组 及 对 弹性 静 力 学 ( 即 稳 态 情 况 ， 见 下 节 ) 方 
程 组 的 讨论 中 ， 基 本 问题 之 一 是 如 何 对 响应 函数 或 弹性 张 量 给 出 在 物 
理 上 合理 的 假设 ， 使 得 能 对 这 些 方程 组 在 数学 上 进行 有 效 的 分 析 . 

首先 我 们 假定 4 满足 如 下 强 椭 贺 性 条 件 (其 合理 性 下 面 还 会 论 
及 ). 


定义 5.3. 若 弹 性 张 量 凡 = (aijiz( 现 ) 满足 以 下 要 求 ， 


3 


2 avn(WEéenmm > 0， 


2%,k, l=1 
vrFeR’”s, detF>0, é&,ne1mR3\{0}, (5.34) 
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则 称 它 满足 强 椭 略 性 条 件 , 其 中 下 2x3 表示 实 的 3 Xx 3 阵 的 全 体 . 

若 弹性 张 其 A 满足 强 椭圆 性 条 件 ， 我 们 称 方程 组 (5.30) 为 双 曲 
型 的 . 这样， (5.30) 就 是 一 个 二 阶 拟 线 性 双 曲 型 方程 组 , 其 定 解 问题 
的 提 法 与 前 述 的 线性 情况 类 似 ， 即 可 以 提 柯 西 ( 初 值 ) 问题 与 混合 初 - 
边 值 问题 . 其 混合 初 - 边 值 问题 中 边界 条 件 的 典型 提 法 和 线性 情形 类 
似 ， 可 以 是 


ylan = Pa) (5.35) 
或 
Pnlgo = olt, 2) (5.36) 
或 如 下 的 混合 情况 
yn =ptm， Polm=otbzj， (537) 


其 中 六 UU 有 二 002. 这 里 产 及 为 已 严 的 已 知 的 适当 光滑 的 向 量 
函数 , 但 有 时 c 也 会 依赖 于 未 知 函 数 y, 甚至 其 切 向 偏 导数 ( 见 86, 例 
6.1). 

对 非 线性 弹性 动力 学 方程 组 定 解 问题 的 研究 仍 很 不 充分 目前 的 
主要 结果 基本 上 都 是 关于 解 的 局 部 存在 性 的 ， 即 解 在 初始 时 刻 附 近 的 
存在 性 . 对 整体 解 ， 即 对 时 间 t 在 大 范围 内 的 解 (无 论 是 经 典 解 还 是 弱 
解 ) 的 存在 性 的 研究 ， 除 少数 特殊 情况 外 ， 还 基本 上 没有 什么 结果 . 


5.3. 非 线 性 弹性 动力 学 方程 组 的 一 阶 守恒 律 形式 

在 讨论 弹性 动力 学 方程 组 时 ， 将 其 写 为 守恒 律 形式 的 一 阶 偏 微分 
方程 组 有 时 是 很 方便 的 ， 特 别 是 在 讨论 激 波 等 重要 问题 时 更 是 如 此 . 

作为 一 种 可 能 的 选择 ， 可 采取 如 下 办 法 将 (5.30) 化 为 守恒 律 形式 
的 一 阶 方程 组 . 注意 到 (2.3) 式 , 可 将 (5.30) 式 写 为 如 下 的 等 价 形式 ， 


Ofr ok 

部 -0 (12,3), (5.38) 
Ov; 3 0 。 

Par 2 rt (Ppob = 0 (i=1,2,3). (539) 


令 U = (fi1, fi2, “ , f33, V1, V2, V3), 并 为 简单 计 取 po 二 上 b= 0， 
方程 组 (5.38) 一 (5.39) 就 可 写 为 如 下 守恒 律 形式 的 一 阶 拟 线性 方程 


242 第 五 章 ”弹性 力学 


OU 3 0 

一 一 —V(U)=0, 5.40 
+ Dae VA) (5.40) 
其 中 全 一 —(v1, 0, 0, v2, 0, 0， v3, 0, 0, p11, p21, p31), VV 一 一 (0, v1, 0， 
0， v2,0, 0, v3, 0, P12, p22, P32), Vs 一 一 (0, 0, vi, 0, 0, v2, 0, 0, v3, P13) 


p23, P33) 
下 面 我 们 来 讨论 方程 组 (5.40) 的 类 型 . 为 此 将 其 写 为 如 下 形式 
OU 3 OU 
其 中 
Bj;(U) 一 Vu, (7 一 1, 2, 3)， (5.42) 


这 里 Vu 表示 对 U 求 梯度 ， 故 B; 为 12 x 12 阵 .. 


定义 5.4. 如 果 对 所 考察 区 域 中 的 U 值 及 对 任意 给 定 的 和 7 E 
IR3\{0}, 乱 阵 


3 
A(U,n) = >_ mB;(U) (5.43) 


有 n( 二 12) 个 实 特 征 值 
AD 77)， “ 机 ; Mn(U, ”), 


并 且 相 应 于 这 些 特 征 值 有 多 个 线性 无 关 的 特征 向 量 , 则 称 方程 组 (5.41) 
为 双 曲 型 方程 组 . 
下 面 我 们 证 明 : 如 果 弹 性 张 量 4 二 (aijnz) 满足 强 椭 圆 性 条 件 


(5.34), 则 一 阶 方程 组 (5.41) 在 定义 5.4 的 意义 下 是 双 曲 型 的 . 为 此 ， 
首先 考察 A(U,m) 的 特征 值 . 由 B; 及 VV 的 定义 ， 不 难看 出 


Bj(V) = ( lh ~ | (j=12,3), (5.44) 


其 中 


CQ1711 Q1;12 C1733 
=| on ga 0233 | (j=1,2,3) (5.45) 
Q3j1l Q3j12 ‘** Q3;33 
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为 3x9 阵 ， 而 
100 000 000 
0 0 0 1 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 1 0 0 
0 1 0 0 0 0 0 0 0 
Fi=|1000|1,E=|010|,E=|000 
0 0 0 0 0 0 0 1 0 
0 0 1 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 1 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 001 
(5.46) 
所 以 
3 
0 2 ME; 
AUM=—| ， 71 . (5.47) 
总 有 0 


利用 行列 式 的 运算 法 则 ， 不 难 验证 


3 
det (A(U, 7) 一 A 和 7) 一 和 6 det (2 一 》， oo 1 (5.48) 


j=1 


其 中 了 为 单位 阵 ， 而 6ix 为 克 罗 内 克 记 号 ， 这 说 明 A(U,m) 有 一 个 6 
重 零 特征 值 . 此外， 由 (5.33) 式 及 强 椭圆 性 条 件 (5.34) 可 知 ，3 x3 


3 
阵 (en ) 是 对 称 正定 的 ， 所 以 它 有 3 个 正 特征 值 . 因此， 
3 
A(U,m) 的 另外 6 个 特征 值 分 别 为 (六 eu 特征 值 的 平方 根 . 
了 二 
现在 考察 A(U,m) 的 特征 向 量 . 


引 理 5.1. 对 任何 给 定 的 中 E JR3\{0}, 矩阵 4(D 1) 相应 于 震 
特征 值 有 6 个 线性 无 关 的 特征 向 量 . 


证 明 设 (wi) LO02) ) 12) 为 A(U, 7) 相应 于 零 特 征 值 的 特征 
向 量 . 由 A(U,n) 的 前 9 行 ， 立 得 


MW10 = MW11 = Mw12 = 0 (i = 1,2, 3). 
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因为 1, ?jo, m3 不 同时 为 零 ， 上 式 给 出 

wl10 = Wi11 = wl2 = 0. 
这 样 ， (wi,w2,…… ,wi2) 最 多 只 有 9 个 自由 度 . 由 A(U,m) 的 表达 式 
(5.47) 可 见 ， 为 证 明 引 理 的 结论 ， 只 要 说 明 A(U, mn) 的 最 后 三 行 是 线 
性 无 关 的 . 设 存在 &, C2， 3， 使 分 别 用 1， 2， Cs 乘 A(U, 7) 的 第 10， 
11, 12 行 并 相 加 后 得 一 零 向 量 ， 即 成 立 


3 3 3 
> aia&1 = 》 aijl267j 一 一 2, Qij336i; = 0. 


ij=1 i 1 i 1 
将 上 式 左 起 第 1 式 乘 以 1m, 第 2 式 乘 以 672 ……， 第 9 式 乘 以 后 73， 


然后 相 加 ， 即 得 
3 


>》， awnmtitenm = 0. 


人 7 天 7 
利用 强 椭 圆 性 条 件 (5.34), 由 上 式 立 即 得 到 和 = &2 = &3 = 0. 引 理 
证 毕 . 、 
引 理 5.2. 设 材料 是 超 弹 性 的 ， 那 么 对 任何 给 定 的 7 € 了 2\{f0}， 
矩阵 4(D,77) 相应 于 非 索 特 征 值 有 6 个 线性 无 关 的 特征 向 量 . 


证 明 ” 设 (win oo， was)= 为 相应 于 矩阵 A(U,)) 的 非 零 特征 
值 和 的 特征 向 量 . 由 4(D, 7) 的 前 9 行 ， 可 得 
Awi 十 人 wa0 = Mw2 + Miwi0 = Mws + Mwi0 = 0, 
Aw4 十 Tiwll = Mws + Mw11 = Xu6 + maw1t = 0, (5.49) 
Awz 十 711wl2 = Mwg + Twi2 = Xwe + paw12 = 0. 
注意 入 夭 0, 记 
Qi = 一 大 /入 (i = 1, 2, 3), (5.50) 
&1=Wi0, 名 = wi £3 = wi2, (5.51) 
由 (5.49) 式 就 有 
W1 = él, Wz = O261, Ws = Qs 
WwW4 = Q1é2, Ws = 2é2, We 一 as， (5.52) 


w7 = Qi€3, Ws = QO2é3, wo = as65. 
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注意 到 (5.50) 一 (5.52) 诸 式 ， 相 应 于 A(U, nm) 的 第 10, 11, 12 行 , 特 
征 向 其 应 满足 的 关系 式 分 别 为 


3 
》， ai 一 26 一 0 (i = 1,2,3). (5.53) 
Dhl=1 


3 
这 说 明 € = (&1,&2,&a)” 为 年 降 ( 沁 awjmrpmh) 相应 于 特征 值 和 


3 
的 特征 向 其， 反之 ,着 一 (64,&2,66)” 为 卸 阵 〔 号 qh) 相 
应 于 特征 值 入 > 0 的 特征 向 其 ,那么 由 (5.51) 一 (5.52) 式 给 出 的 
w = (wbwa aaa) 就 是 矩阵 A(U,n) 的 相应 于 特征 值 入 的 特征 
3 
向 车 , 于 是 , 对 于 矩阵 【 沁 qmmm) 的 每 一 个 (相应 于 特征 值 X > 0 
论 


的 ) 特征 向 其, 我 们 得 到 矩阵 A(U, 97) 的 两 个 (分 别 相应 于 特征 值 入 与 
一 入 的 ) 特征 向 量 . 如 前 所 述 ， 当 材料 为 超 弹性 的 〈 此 时 (5.33) 式 成 
3 


立 )，( 学 qumymh) 为 对 称 正定 阵 ， 故 有 三 个 相互 正 交 的 特征 向 量 . 
;外 


这 样 , 就 得 到 相应 于 A(U, 7) 非 零 特征 值 的 6 个 特征 向 量 . 不 难 验证 ， 
它们 是 线性 无 关 的 ， 引 理 证 毕 ， 


由 以 上 讨论 ， 我 们 有 


定理 5.1. 设 材料 为 超 弹 性 的 ， 且 设 弹性 张 量 全 二 (Qijp1) 满足 
强 磋 圆 性 条 件 ， 那 么 一 阶 拟 线性 偏 微分 方程 组 (5.38) 一 (5.39) 在 定义 
5.4 的 意义 下 是 双 曲 型 的 . 


在 讨论 纯 弹 性 变形 时 ， 我 们 不 考虑 热效应 ， 并 认为 一 切 变 形 都 是 
在 等 温 的 条 件 下 完成 的 . 但 是 如 果 要 研究 方程 组 (5.38)- 一 (5.39) 的 间 
断 解 ， 由 于 在 解 的 间断 面 附近 ， 应 力 与 应 变 要 发 生 急剧 的 变化 ， 这 时 
就 不 能 忽略 热效应 的 影响 .由 于 热效应 必然 伴随 着 机 械 能 的 耗 获 ， 过 
程 不 再 可 道 ， 弹 性 体 的 物理 炳 要 增加 .所 以 在 研究 一 阶 守恒 律 方程 组 
(5.38) 一 (5.39) 的 间断 解 时 ， 还 要 补充 一 个 反映 炉 增 加 的 不 等 式 ， 称 
为 粹 不 等 式 . 炉 不 等 式 一 般 取 为 如 下 形式 


2 (Z) 十 ~ U)<O0 5 
A Dy )<0, (5.54) 
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其 中 称 为 精 , 而 q = (gl 92, 43) 则 称 为 粹 流 (注意 :这 里 定义 的 炉 
及 粹 流 与 真正 的 物理 炉 及 炉 流 相差 一 个 负 号 ). 
下 面 讨 论 如 何 给 出 炉 及 炉 流 ， 任 取 区 域 Go C 人 2, Go 中 的 总 机 械 
能 为 1 
,G3 + WF))dz, 
其 中 WV( 五 ) 为 贮 能 函数 ， Go 的 边界 So 上 的 应 力 在 单位 时 间 内 对 Go 
所 作 的 功 为 


3 0 
人 (Pm “ oOdo0 一 h 2 Ba, uv) 


这 里 我 们 利用 了 格林 公式 . 考虑 到 机 械 能 的 耗 散 效应 ， 应 有 
3 


5 /alot+ W(F))dz — 上 > 冯 Pyv)dr<0. 


9 57=1 


由 于 上 式 对 任意 Go C 人 成立， 所 以 有 


1 , 3 9 
(al + WP) — 2 Br Wi)<0. (5.55) 
因此 ， 与 & 的 一 个 自然 的 取 法 为 
7 = 3lo + Wh, (5.56) 
5 = Dp (j = 1,2,3). (5.57) 


但 由 于 从 (机 一 般 不 是 下 的 上 函数 ( 见 本 章 86), 所 以 由 (5.56) 式 给 
出 的 通常 不 是 凸 炉 . 


5.4. 化 弹性 动力 学 方程 组 为 一 阶 对 称 双 曲 组 

一 个 重要 而 有 趣 的 问题 是 , 能 否 将 非 线 性 弹性 动力 学 方程 组 (5.30) 
化 为 一 个 一 阶 拟 线性 对 称 双 曲 组 ”下 面 就 一 类 特殊 情况 进行 讨论 . 

没 一 个 各 向 同性 的 弹性 体 的 变形 发 生 在 参考 构 形 附近 , 而 参考 构 形 
为 弹性 体 的 自然 状态 ， 由 定理 4.3 与 (5.31) 式 不 难得 到 (参见 (4.61) 
式 ) . 
aa 人 (人 一 MijOk! 十 MOip67 十 i037x). (5.58) 


85. 弹性 动力 学 方程 组 及 其 数学 结构 247 
我 们 知道 ，(aijynz( 了 )) 满足 强 椭圆 性 假设 等 价 于 (5.7) 式 , 并 进而 假定 
A+24>4>0. (5.59) 


由 于 贮 能 函数 WW( 丁 一 般 不 是 玉 的 凸 函数 ( 见 本 章 86), 弹性 张 
其 4 = (Qijn) 一 般 来 说 不 是 正定 的 . 但 在 我 们 下 面 的 化 法 中 ， 却 要 求 
某 种 正定 性 .为 此 ， 如 [8] 中 所 作 的 那样 ， 代 替 (Qijx), 引入 张 基 


Gin F) = aiym (PF) 十 Ab — dudjr). (5.60) 
张 其 (tijri) 仍 具有 如 下 的 对 称 性 : 
im (FP) = Arn P). (5.61) 
又 由 于 
3 Dj 
， 和 1 一 ub) Be 


3 Oy 3 2 
= 2 -yw 0, (5.62) 


Ox; -A k=1 DZkOxri 


易 知 方程 组 (5.39) 可 以 写 为 (注意 已 设 po = 1, b = 0): 
2 - 


3 
一 > im fn =0 (i=1,2,3). (5.63) 
,k,l=1 2 

此 外 ， 当 |Yw| 充分 小 时 ， 张 其 (Gijm() 是 正定 的 ， 即 对 任意 给 
定 的 C= (Gj) E R33\{0}, 成 立 


3 


2 iim( EGG > 0. (5.64) 


i kl=1 


事实 上 ， 由 (5.58) 一 (5.60) 式 ， 我 们 有 


> 0 人 (GoGu = (入 十 W(tre) + yl]? > 0， (5.65) 


6j,k, l=1 


其 中 tr6 = Do 而 CP = 2 Gy， 由 此 立即 得 到 (5.64) 式 在 
[Vaul 充分 小 时 成 立 
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将 张 量 (tijx( 配 ) 视 为 一 对 称 正定 的 9 x 9 阵 4A, 以 A 左 乘 方程 
组 (5.38), 则 得 如 下 方程 组 ; 


- F) Ofpg 和 Ovp 
~ 国 Co -0 
2 Gkipg( ot 2 Gzipe( 五 ) Oxo 


(k,l = 1,2,3). (5.66) 


由 4 的 正定 性 知 方程 组 (5.66) 与 (5.38) 是 等 价 的 . 
将 方程 组 (5.66) 与 (5.63) 联 立 ， 并 写 为 如 下 形式 


OU 3 OU 
一 Kj(U)— = 0, 5.67 


其 中 


_/4 0 _/0 -A 
m= (0 已 i (9% 0 | 
(7 = 1,2,3), (5.68) 


而 13x3 为 3 x 3 单位 阵 ，Aj 为 3 x 9 阵 ， 由 将 (5.45) 式 给 出 的 
A; 中 的 元 素 换 为 4 中 的 相应 元 素 而 得 ， 显然， Ko 为 对 称 正定 阵 ， 
Kj; (7 = 1,2,3) 为 对 称 阵 . 因此 ， (5.67) 为 一 个 一 阶 拟 线性 对 称 双 
曲 组 ， 这样， 我 们 就 证 明了 :在 假设 (5.59) 下 ， 变 形 在 自然 状态 附近 
的 各 向 同性 材料 的 非 线性 弹性 动力 学 方程 组 ， 一 定 可 以 化 为 一 阶 对 称 
双 曲 组 ， 对 线性 弹性 动力 学 方程 组 ， 上 述 结论 当然 也 成 立 . 

我 们 虽然 已 将 方程 组 (5.38) 一 (5.39) 化 为 一 阶 拟 线性 对 称 双 曲 组 
(5.66) 及 (5.63)， 但 遗憾 的 是 这 个 新 的 方程 组 已 不 具有 守恒 律 的 形 
式 ， 而 且 ， 即 使 它 可 以 重新 被 写 为 守 便 律 形式 ， 由 于 方程 组 (5.66) 是 
以 9x9 阵 A = (Giju( 瑟 ) 左 乘 方程 组 (5.38) 得 到 的 ， 所 以 不 能 指 
望 它 在 强 间 断面 上 与 原 方程 组 (5.38) 满足 相同 的 兰 金 - 雨 果 尼 奥 条 件 
(对 于 高 维 的 一 阶 拟 线性 守恒 律 双 曲 组 ， 在 解 的 强 间断 面 上 ， 仍 成 立 类 
似 于 第 二 章 84 中 所 论 及 的 兰 金 - 雨 果 尼 奥 条 件 )， 也 就 是 说 ， 这 样 得 
到 的 方程 组 即使 可 以 写 为 守恒 律 的 形式 ， 也 只 在 经 典 解 的 范围 内 等 价 
于 原 方程 组 . 但 对 于 本 段 所 讨论 的 情况 ， 在 本 质 上 不 改变 原 守 恒 律 的 
条 件 下 ， 利 用 引进 新 未 知 函数 的 方法 ， 仍 可 将 方程 组 化 为 在 守恒 律 形 
式 下 的 一 阶 拟 线性 对 称 双 曲 组 . 
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代替 (5.56) 式 ， 取 


3 1 
n= 信 Dts > (G6m — Gadix)fifu + 51ol, (5.69) 
k,l= 


2,7, 1 
其 中 丈 ( 刷 为 材料 的 贮 能 函数 . 容易 看 出 , 对 由 (5.56) 式 给 出 的 业 函 数 
作 上 述 修改 后 , 由 (5.69) 式 给 的 7 了 U = (ja v1, V2, V3)T 


分 基 的 二 阶 偏 导数 形成 的 矩阵 7z 站 从 为 (5.68) 式 中 的 正定 阵 Ko: 


On 
BU? 


这 说 明 由 (5.69) 给 出 的 9 为 凸 箭 ， 
下 面 我 们 说 明 ， 由 (5.69) 式 给 出 的 7 满足 如 下 的 附加 守恒 律 : 


=Ko>0. (5.70) 


3 。 
+2 ,=0, (5.71) 
其 中 


3 3 
-pivi— hp > (bo6m — duds)vifu (f= 1,2,3). 
i=1 ik,l=1 
(5.72) 

事实 上 ， 由 上 一 段 的 讨论 可 以 看 出 ,在 经 典 解 的 范围 内 (这 时 没有 机 械 
能 的 耗 散 ), 若 7 与 9 分 别 取 由 (5.56) 与 (5.57) 给 出 的 形式 ， 则 守恒 
律 (5.71) 成 立 ， 这样， 为 验证 当 7 与 g 由 (5.69) 及 (5.72) 式 给 出 
时 ， 守 恒 律 (5.71) 仍 成 立 ， 只 需 证 明 


0 3 
去 > (50 一 660) fel 
RL1 
3 0 

2 Ba (dk 一 Oudjr)vifn) = 0. (5.73) 
利用 方程 组 (5.38) 以 及 (5.62) 式 容易 验证 上 式 的 正确 性 ， 其 具体 的 
推导 过 程 留 给 读者 ， 此 处 从 略 . 
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这 样 ， 由 第 一 章 唐 理 1 知 ， 守 恒 律 形式 的 方程 组 (5.38)—(5.39) 

. D 7 ] 过- YE A 
对 新 未 知 函数 和 一 了 一 (了 ， ,用 而 言 为 所 线性 一 阶 对 称 
双 曲 组 . 

对 于 一 般 的 非 线 性 弹性 动力 学 方程 组 ， 利 用 第 二 章 定 理 1.1 可 以 
证 明 , 如 果 其 贮 能 函数 是 严格 多 凸 的 (多 西 的 概念 见 本 章 86 定义 6.1)， 
则 也 可 将 其 化 为 守恒 定律 形式 下 的 一 阶 拟 线性 对 称 双 曲 组 ( 见 [12]). 


5.5. 一 维 非 线 性 弹性 动力 学 方程 

这 一 段 我 们 讨论 两 种 可 以 化 为 一 维 问题 来 进行 讨论 的 情况 . 

上 各 向 同性 材料 的 纯 轴 向 变形 

假定 材料 只 在 el 方向 产生 变形 , 而 且 该 变形 只 依赖 于 t+ 与 x1, 而 
与 Z2 及 Z3 无 关 ， 这 种 纯 轴 向 变形 由 下 式 给 出 


= 人 Tt) Ya = x2, Ys = Ls. (5.74) 


这 时 显然 有 


hi} (路 ) 0 0 
T= 0 t22 各 0 
0 0 ta3 ( 拓 ) 
而 彼 奥 拉 应 力 张 量 则 为 
of( 名 】 0 0 
P= 0 (+ 器)o( 吕 ) 0 


0 
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由 号 的 上 述 表达 式 可 见 ， 对 这 种 变形 ， 弹 性 张 其 4 = (Qijpi) 的 分 基 
除 aiiii， Q2211 及 Q3311 外 均 为 零 . 而 强 椭圆 性 条 件 (5.34) 则 意味 着 
上 述 三 个 分 量 均 为 正 ， 特 别 有 

in_ 、0 (5.75) 


Q1111 一 3 (Sury ( 答 ) 
Ox1 


这 样 ， 动 基 守 人 恒 方 程 (3.44) 中 的 第 一 个 方程 化 为 


O21 0 Ou1 FE 
po Bt 一 Oz t11 ( 1 十 pob1. (5.76) 


因此 ， 这 种 纯 轴 向 变形 就 化 为 由 (5.76) 式 描述 的 一 维 问题 ， 而 (5.75) 
式 说 明 ,方程 (5.76) 是 一 个 一 维 拟 线 性 波动 方程 

需要 说 明 的 是 ， 由 (5.74) 式 给 出 的 这 种 变形 在 实际 上 是 很 难 实现 
的 ， 对 真正 的 弹性 杆 而 言 ， 由 轴 向 拉 伸 与 压缩 所 产生 的 变形 并 不 能 由 
它 来 描述 ， 此 外 ， 对 不 可 压缩 材料 ， 这 种 变形 是 根本 不 可 能 的 

2° 各 向 同性 材料 的 纯 剪 切 变形 

这 种 变形 也 只 发 生 在 el 方向 , 但 该 变形 只 依赖 于 与 za (或 £3)， 
即 有 如 下 形式 : 


Yi 三 C1 十 uilt, 22), 22 = X22, 23 = V3. (5.77) 


1 7 0 
F=|1.10 1 0 
0 0 1 


O 
其 中 7 一 天 ， 其 相应 的 左 柯 西 - 格林 应 变 张 为 


此 时 显然 有 


而 如 的 三 个 主 不 变量 则 分 别 为 


=3+7Y, B=3+7Y, B=1. 
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(1+7y)+y y+7)+Y 0 
B=| y+7)+7 1+7Y 0|, 
0 0 1 
由 定理 4.1 知 ， 
t13 = t23 = 0, (5.78) 
ti2 = Yu(Y), (5.79) 
其 中 JK(Y?) 为 ?2 的 函数 ， 称 为 广义 前 切 模 量 . 此 时 易 知 ， 彼 奥 拉 应 
力 张 量 为 
tii— Yt ti:2 0 
P= | toa~—7Yyt2 zt 0 
0 0 tg 
0 
因为 应 力 张 基 忆 只 依赖 于 7 = ,所 以 弹性 张 量 和 = (Qs) 的 
2 


分 其 中 , 除 Q1112, 41212, Q2112, 02212 及 Q3312 外 均 为 零 . 取 & 二 (1,0,0)， 
7 二 (0, 1,0), 由 强 椭 圆 性 条 件 (5.34) 可 得 


at 
Q1212 一 1200) >0. (5.80) 
dy 


在 这 种 变形 下 ， 动 量 守恒 方程 (3.44) 中 的 第 一 个 方程 化 为 


O21 0 Ou! 
Po Bia 二 Br (名 十 pob1. (5.81) 


这 样 , 纯 剪 切 变形 问题 就 化 为 一 维 问题 ， 而 (5.80) 说 明 方程 (5.81) 是 
一 个 一 维 拟 线 性 波动 方程 . 
86. 弹性 静 力 学 方程 组 的 定 解 问题 


本 节 讨 论 稳 态 问题 , 即 讨 论 弹性 体 达到 平衡 状态 时 的 情况 . 此 时 ， 
弹性 体 的 变形 不 再 依赖 于 时 间 t, 也 就 是 说 y 与 wu 只 与 2 有 关 . 
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6.1. 线性 弹性 静 力 学 方程 组 
对 于 线性 情况 的 平衡 状态 ， 弹 性 力学 的 基本 方程 组 (5.2) 化 为 


Ou 


和 > we 克 的 azi = pob; (i 一 1, 2, 3)， (6.1) 

小 
其 中 b 自然 也 只 是 z 的 函数 ,假定 弹性 张 量 A = (aijn) a 
圆 性 条 件 (5.6), 方程 组 (6.1) 就 是 一 个 二 阶 线 性 椭圆 型 方 设 


人 2 C IRS 为 有 界 区 域 ， 则 方程 组 (6.1) 的 典型 定 解 问题 是 : 村 0 中 求 
该 方程 组 的 解 以, 使 其 在 12 的 边界 902 上 满足 形 如 (5.9) 或 (5.10) 的 
边界 条 件 ， 当然， 此 时 hh 与 er 均 不 依赖 于 . 

对 于 椭圆 型 方程 组 ， 即 使 对 具 边 界 条 件 (5.9) 的 最 常见 的 定 解 问 
题 , 仅仅 使 方程 组 的 类 型 保持 椭圆 性 一 般 并 不 足以 保证 解 的 唯一 性 . 这 
只 要 注意 到 椭圆 型 方程 (组 ) 相应 的 特征 值 问题 ， 就 不 难看 出 这 一 点 . 
但 从 力学 上 说 ， 如 果 弹 性 体 变 形 前 为 自然 状态 , 那么 在 无 外 力 、 且 弹性 
体 边界 上 的 点 保持 不 变 (即位 移 为 零 ) 的 条 件 下 ， 自 然 状 态 应 是 唯一 的 
平衡 状态 . 因此 ， 线 性 边 值 问题 (6.1) 及 (5.9) 的 解 应 该 是 唯一 的 . 这 
一 点 恰 可 由 稳定 性 条 件 (5.27) 予以 保证 . 

设 4 = (Qijp) 满足 稳定 性 条 件 (5.27), 那么 不 难 验证 


3 
d 四 
Bu $f 3 ome 
(wu, wu) OB gm 


一 有 2 Qi7KLeiJekidZ 


jk l=1 


a | El?dz. (6.2) 


MM 


进而 我 们 有 
定理 6.1 ( 柯 恩 (Korn) 不 等 式 )” 设 2 CIR3 为 有 界 区 域 ， 则 
存在 常数 Co > 0 使 得 对 一 切 Ww € (HI( 人 2))3, 成 立 


岂可 Pdz>Colul2nroy (6.3) 
其 中 Po(O) 及 有 (CD) 均 为 索 伯 列 夫 空间 ( 见 [])， 
不 热 悉 索 伯 列 夫 空 间 的 读者 可 将 定理 6.1 中 的 人 & 理解 为 在 边界 


254 第 五 章 ”弹性 力学 


O02 上 取 零 值 的 连续 可 微 的 向 其 函数 . 在 (6.3) 式 中 ， jujlzraoys = 
3 Ou; 2 
wll 十 2 Oz; 
2 一 


L2(0) 


定理 6.1 的 证 明 ”只 需 对 在 012 上 取 零 什 且 充分 光滑 的 向 量 函 
数 ww 证明 (6.3) 式 . 记 


Ou; 


Oz; = Ci 十 Tij) (6.4) 
其 中 
7 ， 一 1 Ou; 加 Ou; 
3 2 Ox; Ox; : 
FF 是 有 
Ou . Ou; 2 2 


Or; Or; CT (6.5) 


利用 格林 公式 ， 并 注意 到 wu|sp = 0, 有 


这 样 ， 由 (6.5) 及 (6.6) 式 ， 得 
3 
2 一 2 .2 
> | r2dz 人 | 吾 2dz | (divu)?dz 
< El?dz. 
hahar (6.7) 
由 (6.4) 式 又 有 
Ous; 2 2 2 
Bz; | 2 +t ri) (6.8) 
由 以 上 两 式 立 得 
3 Ou, AN? 
2 2 
>/ ( 颖 | dr<4 [|| dz. (6.9) 
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(6.9) 式 结合 熟知 的 弗 利 德里 克 斯 (K. O. Friedrichs) 不 等 式 ( 见 


上 
up dz 和 Cn 3 上 (E) 


1,7=1 


即 给 出 (6.3) 式 . 上 式 中 C1 是 一 个 仅 依赖 于 区 域 12 的 正常 数 . 定理 
6.1 证 毕 . 


注 6.1. 在 一 般 情 况 下 ， 柯 恩 不 等 式 有 如 下 形式 ， 


,IBFart lly > Collulen ey Vu € (H (1)) (6.10) 


( 见 加) 
由 (6.2) 式 与 柯 恩 不 等 式 (6.3), 我 们 有 
Blu, wu)>oollultnoy, vue (HI(O))’, (6.11) 


其 中 ao > 0 为 一 正常 数 . 

由 不 等 式 (6.11) 立即 可 得 边 值 问题 (6.1) 及 (5.9) 的 解 的 唯一 
性 .为 此 ， 只 要 证 明 相 应 的 齐 次 定 解 问题 ( 即 5 三 0 及 hh 三 0 的 情 
况 ) 只 有 平 几 解 三 0. 以 好 乘 方程 (6.1) 的 两 端 ， 对 i 从 1 到 3 求 
和 ， 然 后 在 人 2 上 积分 ， 可 得 


_ ha Qh Fr By Br od = 0 
2 放大 :一 


1 
对 上 式 左 端 利用 格林 公式 ， 就 得 到 
B(u,u)=0. 


这 样 ， 再 利用 (6.11) 式 ， 就 立即 得 到 ww 三 0. 这 就 证 明了 定 解 问题 
(6.1) 及 (5.9) 的 解 的 唯一 性 . 

(6.11) 式 实际 上 是 关于 椭圆 定 解 问题 的 哥 尔 丁 (L.Garding) 不 
等 式 的 一 个 较 强 的 形式 .借助 于 这 一 不 等 式 ， 利用 泛 孙 分析 中 的 拉克 
斯 -米尔 格 兰 (Lax-Milgram) 表示 定理 还 可 以 证 明 上 述 定 解 问题 的 
弦 解 的 存在 性 .然后 可 以 进一步 通过 证 明 解 的 正则 性 而 得 到 经 典 解 . 
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这 些 内 容 读者 可 以 在 有 关 近 代 偏 微分 方程 的 教材 中 找到 ， 这 里 就 不 详 
细 讨 论 了 . 


6.2. 非 线性 弹性 静 力 学 方程 组 
对 于 弹性 体 在 有 限 变形 下 的 平衡 状态 ， 方 程 组 (5.30) 化 为 
-这 (Y OY bh (i = 1,2,3) (6.12) 
;让 9 Wa Om Pt 一 ， 
其 中 心 不 依赖 于 寸 在 弹性 张 量 4 = (aijm) 满足 强 椭圆 性 条 件 (5.34) 
的 假定 下 ,方程 组 (6.12) 是 一 个 二 阶 拟 线性 酉 图 型 方程 组 . 其 定 解 问 
题 的 提 法 是 : 在 一 有 界 区 域 2 C IR* 中 求 方程 组 (6.12) 的 解 ,使 其 在 
内 的 边界 902 上 满足 形 如 (5.35) 、 (5.36) 或 (5.37) 的 边界 条 件 . 当 
然 ， 在 稳 态 情况 下 ， hh 和 cr 均 与 时 间 t 无 关 , 但 ar 可 能 依赖 于 未 知 
函数 y, 甚至 其 切 向 偏 导数 . 


例 6.1. 设 弹 性 体 的 边界 受 压力 的 作用 ， 而 压力 随 空间 不 同 点 
而 变 (例如 静水 压力 即 如 此 ). 记 此 压力 为 fr(2). 在 这 种 情况 下 ， 在 弹 
性 体 的 边界 上 应 满足 的 边界 条 件 为 


Ty = 一 7(y)jv， 在 0f21 上 ， (6.13) 


其 中 0021 表示 弹性 体 变形 后 在 空间 所 占 区 域 (21 的 边界 . 由 于 我 们 的 
讨论 应 在 区 域 12 中 进行 ， 所 以 必须 将 边界 条 件 (6.13) 化 到 区 域 从 的 
边界 00 上 去 . 由 引 理 3.2 及 (3.39) 式 可 以 看 出 ，(6.13) 式 可 以 化 为 


Pn=—Jr(y)F 'n,， 在 002 上 . (6.14) 


不 难 验证 ， J 了 n 在 0 上 只 依赖 于 yy 的 切 向 偏 导 数 ， 实 际 上 ， 
J ”= cof 玉 为 五 的 余子 式 矩 阵 ， 故 JF Tn 的 第 一 个 分 量 为 
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经 过 计算 可 以 看 出 ， 它 只 含有 对 yo 及 ys 的 切 向 偏 导数 . 对 第 2 及 第 
3 个 分 其 可 以 类 似 地 验证 . 这样 ， 边 界 条 件 (6.14) 可 写 为 如 下 形式 : 


Pn = o(y, Viy)， 在 0f2 上 ， (6.15) 


其 中 V7 表示 切 向 梯度 . 


下 面 考察 非 线 性 弹性 静 力 学 方程 组 定 解 问题 的 解 的 存在 性 与 唯一 
性 . 物理 上 直观 的 例子 说 明 ( 见 例 6.2), 三 维 弹性 静 力 学 问题 唯一 性 不 
成 立 . 这 就 是 说 ， 一 个 合格 的 数学 模型 必须 容许 有 几 个 、 甚 至 无 穷 多 个 
解 . 


例 6.2. 考察 如 下 的 纯 位 移 问 题 ， 设 参考 构 形 2 为 两 个 同心 球 
所 围 成 的 球 壳 ， 在 人 2 的 边界 042 上 给 定 边界 条 件 


y(ZX) = zw， 在 912 上 . (6.16) 
在 体积 力 5 三 0 时 ， 显 然 9 = ZX 是 方程 组 (6.12) 满足 上 述 边界 条 件 
的 一 个 解 . 但 若 保持 外 面 的 球面 不 动 ， 而 将 内 侧 球面 绕 一 个 通过 球 心 


的 轴 旋 转 一 个 27 的 整数 倍 角 度 ， 这 样 形成 的 变形 也 是 上 述 问题 的 解 
( 见 图 7). 这 样 就 得 到 了 定 解 问题 的 无 穷 多 个 解 . 


a yy(a)=a 


一 一 @- 一 
a 


至 于 解 的 存在 性 的 研究 ， 也 相当 困难 . 相对 来 说 ， 对 局 部 问题 ( 即 
变形 在 某 已 知 变形 的 邻近 ) 的 讨论 比较 容易 进行 . 但 更 有 意义 的 是 对 大 
变形 这 种 非 局 部 问题 的 探讨 . 研究 这 类 问题 的 方法 一 般 来 说 有 : 凸 性 与 
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单调 算 子 的 方法 ， 延 拓 方 法 ; 拓扑 方法 与 拓扑 度 理论 ; 变 分 方法 等 . 其 
中 变 分 方法 更 为 引 人 注 上 县， 下面 我 们 对 利用 变 分 方法 来 求解 时 所 可 能 
遇 到 的 困难 ， 以 及 由 此 引出 的 贮 能 函数 多 凸 性 的 概念 作 一 简单 介绍 . 

以 方程 组 (6.12) 在 混合 边界 条 件 (5.37) 下 的 定 解 问题 为 例 来 进 
行 说 明 . 假定 hh 及 er 都 只 是 2 的 函数 ， 而 材料 是 超 弹 性 的 ， 定义 如 
下 的 势能 泛 函 ， 

sy) = ,WVuydr — pb yar ~ {oydSo, (617) 
其 中 W 为 贮 能 函数 . 上述 右 端 第 一 项 为 弹性 体 的 变形 能 , 第 二 项 为 体 
积 力 热 能， 第 三 项 是 作用 于 只 上 的 表面 力 势能 ， 因 此 ， (yy) 为 弹性 
体 的 总 势能 ， 下 面 首 先 说 明 ， 求 解 边 值 问题 (6.12) 及 (5.37), 可 以 化 


为 求 上 述 泛 函 B(Y) 的 极 小 问题 . 
为 使 问题 精确 化 ， 引 入 集合 


D= {ye (WO, det (RE) > 0 = 


Ti 


其 中 Wi?( 人 2) 为 索 伯 列 夫 空间 ， 而 1 < p < oo， 
设 加 ED 使 8(y) 在 万 上 达到 极 小 值 ， 即 成 立 


2 ) = 区 2 (6.18) 
那么 对 任何 满足 条 件 
pn 一 0 (6.19) 
的 商量 函数 加 < (CT( 了 PD))3, 实 值 函 数 
TA GB(p + 7@) 
在 7 =0 时 达到 极 小 值 ， 即 成 立 


d 
廊 S +T@)| =0. (6.20) 


T=0 


但 由 汉 函 B(y) 的 表达 式 (6.17), 我 们 有 


d 
SW +79) 


86. 弹性 静 力 学 方程 组 的 定 解 问题 259 


2 
一 (FP + TVO)=— ~ pob. 9] 
-| PE 2 8 5 和 
-上 o .dad5h， (6.21) 


0 


其 中 9 一 (车 ) 由 以 上 两 式 给 出 


了 


[ (Emm ) 吕 -m6] -J pdSo = 0. (6.22) 
1 一 1 

车 一 向 其 函数 g < (了 12(O))3， 且 满足 边界 条 件 加 | = hh， 
并 使 (6.22) 式 对 一 切 上 述 的 9 成 立 ， 就 称 40 为 边 值 问题 (6.12) 及 
(5.37) 的 弱 解 , 如 果 强 解 je (C2?(02)3 (C1(82))3, 那么 容易 验证 
gp 为 此 边 信 问 是 的 经 典 解 ， 这 里 要 说 明 的 是 ， 在 对 泛 函 更 (2/) 求 极 什 
的 函数 类 刀 中 的 函数 ,并 不 要 求 它们 满足 在 上 的 边界 条 件 . 在 用 
上 的 边界 条 件 是 极 值 函 数 自 然 满足 的 ， 称 其 为 自然 边界 条 件 . 

求解 泛 函 $B(y) 的 极 小 值 问题 的 通常 步骤 如 下 

(a) 证 明 $B(y) 在 万 中 下 方 有 界 . 这 一 点 在 一 定 假定 下 要 加 以 验 
证 通常 并 不 困难 ; 

(b) 在 D 中 求 $B(y) 的 一 个 极 小 化 序列 {3797}, 即 满足 下 述 条 件 
的 序列 {Z 

Jim $(y") = Rb SW) (6.23) 


然后 在 {2} 中 找 一 个 子 列 (为 简单 计 ， 仍 记 为 {8}) 使 当 n 一 oo 
时 ， 
一 纺 ， 在 (WY?(02))3 中 弱 收 伍 . (6.24) 
由 (a&) 知 B(y) 在 D 中 有 下 确 界 ， 故 必 有 极 小 化 序列 . 要 找 极 小 化 序 
列 的 弱 收 合子 列 ， 一 般 依赖 于 对 该 序列 的 一 些 有 界 性 估计 ， 这 在 一 定 
假设 下 也 是 可 以 作 到 的 ， 
(c) 对 上 述 弱 收敛 子 列 ， 证 明 


Gy )< lim inf $(y"). (6.25) 
一 旦 上 式 成 立 ， 易 知 就 是 使 更 (9) 取 极 小 值 的 函数 (6.25) 式 称 


为 汉 函 (Vy) 的 序列 弱 下 半 和 连续 性 .. 这 样 , 问题 就 转化 为 对 一 般 的 弹性 
体 ， 讨 论 势 能 泛 函 B(y) 是 否 具有 序列 弱 下 半 连 续 性 . 
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深入 的 讨论 发 现 ， 对 B(y) 序列 弱 下 半 连 续 性 的 要 求 将 导致 对 贮 
能 函数 W 关于 书 的 凸 性 要 求 ( 见 [6]). 那么 ， 对 一 般 的 弹性 体 ， 贮 
能 函数 WW 关于 厂 是 否 为 吓 呢 ?回答 是 令 人 失望 的 由 于 集合 {FE 
IR3*3, det FF> 0} 不 是 西 集 ， 可 以 证 明 ，W 关于 下 的 凸 性 与 贮 能 示 
数 的 下 述 性 质 是 违背 的 : 


当 det 下 一 0 时 ， 作 一 上 oo (6.26) 


( 见 图 ). 这 样 ， 如 果 要 求 贮 能 函数 你 为 凸 ， 就 会 将 一 大 批 成 功 的 贮 
能 函数 的 模型 ( 见 本 章 84.3) 排除 在 外 . 这 就 说 明 ，W 关于 正 的 凸 性 
假定 与 实际 情况 不 符 . 这 样 ,问题 的 解决 似乎 进入 了 两 难 的 境地 . 但 在 
这 里 ,我们 忽略 了 一 个 关键 的 信息 王 的 分 硬 并 不 是 独立 的 ， 它们 是 
一 个 向 其 函数 的 梯度 . 因此 ， 五 的 分 量 满足 如 下 关系 式 ; 
ji Oy Ofi 

即 (fi;) 满足 一 组 微分 关系 式 的 限制 . 这 就 是 说 ， 如 果 我 们 在 某 一 空间 
中 得 到 弱 收 伍 F” 一 五 ,那么 实际 上 应 该 得 到 的 远 不 止 这 些 ， 事 实 
上 ， 可 以 证 明 : 若 Dp > 3, 且 


久 一 多， 在 (2(O) 中 弱 收 全， (6.28) 


那么 
1 全 M0， 在 TIP/m{(D) 中 弱 收 伍 ， (6.29) 


其 中 M” 及 M0? 分 别 表示 与 ”及 FF? 相应 的 mxm (1<m<3) 子 
行列 式 ( 见 [3], | 和). 鉴于 此 , 保 尔 (J. Ball) 对 贮 能 函数 引进 了 较 配 
性 为 弱 的 多 凸 (polyconvex) 的 概念 ( 见 [3]). 


定义 6.1. 若 三 阶 方 阵 醒 的 函数 化 (机 能 表示 成 为 下 的 子 行列 
式 的 西 沪 数 ， 则 称 其 为 多 凸 的 . 


假定 贮 能 函数 W 是 多 凸 的 ,那么 它 一 定 可 以 表示 为 如 下 的 形式 ; 
W(F) = W*(F, cofF, det F, (6.30) 
其 中 cof 严 为 下 的 余子 式 逢 了 泗 ， 而 依赖 于 19 个 变量 的 函数 
(FG,d) = W’*(F, G,d) 
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是 凸 的 . 
这 样 ， 如 果 我 们 找到 了 泛 函 B(y) 的 一 个 在 空间 (W127?(02))3 中 弱 
收敛 的 极 小 化 序列 {7}: 


久 一 多， 在 (FF 2(O)) 中 弱 收敛 ， (6.31) 


那么 由 (6.29) 式 知 ， 此 时 必 有 


cofF" 一 cofF0， 在 (LP2(02))? 中 弱 收 敛 ， (6.32) 
det FPF" 一 det F?， 在 LPS(02) 中 弱 收敛 . (6.33) 


于 是 就 找到 了 一 个 序列 ("cofF", det F") 在 (IPA(02))!9 中 弱 收 
敛 于 ( 玉 %,cofF0, det FO). 再 由 化 ( 现 的 多 凸 性 , 即 W*( 瑟 Gd) 关 
于 (Gd) 的 凸 性 可 推 得 泛 函 B(y) 关于 ( 瑟 G,d) 在 (ZP3( 人) 
中 的 弱 序 列 下 半 连 续 性 . 这 样 就 可 完成 解 的 存在 性 的 证 明 . 

在 上 述 解 的 存在 性 的 证 明 中 ， 并 没有 用 到 方程 组 (6.12) 的 强 椭 加 
性 这 一 假定 . 但 实际 上 ,由 W 的 多 凸 性 可 以 推 得 和 = (aijnz) 满足 强 
椭圆 性 条 件 (5.34) ( 见 [3]). 

由 上 述 方法 得 到 的 弱 解 是 否 具 有 正则 性 , 即 它 是 否 是 一 个 经 典 解 ， 
除 一 维 情况 外 ， 仍 然 是 个 没有 解决 的 问题 . 此 外 ， 设 如 是 边 值 问题 
(6.12) 及 (5.37) 的 解 ， 那 么 从 物理 的 角度 说 ， z F* 4W0(z) 应 该 是 一 
个 一 一 在 上 的 映射 ,我 们 现在 得 到 的 弱 解 是 否 满足 这 一 要 求 ， 也 是 一 
个 有 待 研究 的 问题 . 

为 了 说 明 在 本 章 84.3 中 给 出 的 大 部 分 模型 是 多 凸 的 ， 我们 证 明 下 
述 定理 . 

定理 6.2. 设 荆 : [0, 十 00) 一 阴 为 凸 函 数 ， 那 么 由 (4.47) 给 出 
的 贮 能 函数 


M 
W(F) = Dailpf + + uF — 3) 
2=1 


十 2 bi( (1213) + (pp) + (p112)s — 3) 


?一 | 


十 TAUaHs) (6.34) 


为 多 西 的 ， 其 中 Hi Ha Ha 为 U 二 C12 的 主 值 ，Qi, bi, Qi Bi 均 
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为 非 负 常 数 ， 

证 明 ”我 们 只 对 M=N=1loa= 忆 =2 的 情况 予以 证 明 ( 显 
然 ， 这 包括 由 (4.48) 式 给 出 的 材料 ). 对 一 般 情况 的 证 明 可 参阅 [人 . 

首先 证 明 下 述 引 理 . 

引 理 6.1， 协 数 

gD = tr(F "HD, vF e RS*3 (6.35) 

是 严格 西 的 ， 

证 明 “ 易 见 


其 二 阶 偏 导数 为 
O°g(B) _ | 2， 
OfijO fr 0 


2 
因此 ，9 x9 阵 ( 0 gE) | 是 正定 的 . 这 说 明 g( 国 为 严格 西 函 数 . 
Ofii0 fk 
. 引 理 证 毕 . 


定理 6.2 证 明 的 继续 ”容易 直接 验证 


cof(F* F) = (cofF)TcofF, (6.36) 
故 由 (4.49) 的 第 二 式 ， 有 
(paps) + (Hsp) + (p112)? = tr((cof FP) TeofF). (6.37) 


这 样 ， 注 意 到 (4.49) 式 ， (6.34) 式 可 以 写 为 
W(F) = atr(F TF) + btr((cofF) TeofF) 
+T\(det F) — 3(a1 + bi). (6.38) 

由 引 理 6.1 知 ， (6.38) 式 右 端 第 一 及 第 二 项 分 别 为 下 与 cof 玉 的 四 
函数 .又 由 定理 假设 ,第 三 项 为 det 正 的 凸 函 数 ， 所 以 作 ( 刷 为 多 凸 
的 证 毕 . 

最 后 ， 我 们 要 指出 的 是 : 圣 维 南 - 基 尔 霍 夫 材 料 的 贮 能 函数 ( 见 
(4.38) 式 ) 不 是 多 凸 的 ( 见 国 )， 


1. 证 明 引 理 2.1. 
2. 验证 (3.6) 式 ， 即 证 明 
dJ . 
= Jdiv yu 
3. 试 证 明 : 在 物质 描述 下 ， 动 量 矩 守恒 定律 等 价 于 第 二 彼 奥 拉 应 
力 张 量 的 对 称 性 . 
4. 设 材料 为 超 弹 性 的 ， 并 设 参 考 构 形 为 自然 状态 ， 证 明 由 线性 化 


OP; 
得 到 的 张 量 4 = (ash = | 2 二 一 ] 具有 以 下 的 对 称 性 : 


Ock: 
Qijk!l 二 Qklij: 

5. 设 超 弹性 材料 的 贮 能 函数 W 满足 (4.19) 式 , 证 明 由 它 决定 的 
柯 西 应 力 张 量 下 满足 客观 性 假设 (4.7) 式 . 

6. 设 超 弹性 材料 的 贮 能 函数 W 满足 (4.37) 式 , 证 明 由 它 决定 的 
柯 西 应 力 张 基 全 满足 各 向 同性 条 件 (4.21) 式 ， 

7. 在 线性 弹性 情形 ,证 明 对 各 向 同性 材料 ， 强 椭圆 性 条 件 (5.6) 
等 价 于 拉 梅 常数 满足 


人 > 0， 入 十 2 > 0. 


8. 在 线性 弹性 情形 , 证明 对 各 向 同性 材料 ， 稳 定性 条 件 (5.27) 等 
价 于 拉 梅 常数 满足 


xk>0, 入 十 Sp >0. 
9. 设 3Xx3 阵 和 4 的 特征 值 为 和 ,和 2, 和 As, 证明 cof A 的 特征 值 为 
A2A3， MsA1， A 和 Xs. 
10. 证 明 函 数 
wm-| 二 若 det 瓦 > 0， 
十 co， 若 det F<0 


是 多 四 的 ， 
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附录 一 ”人 省 卡 儿 张 量 


在 理论 物理 及 连续 媒质 力学 中 广泛 使 用 着 张 量 . 这 不 仅 是 为 了 书 
写 的 简练 ， 更 主要 是 因为 在 物理 及 力学 中 出 现 的 一 些 重要 的 物理 量 ， 
在 本 质 上 均 不 应 依赖 于 坐标 系 的 选取 方式 . 在 本 附录 中 ,我们 考虑 的 
坐标 系 均 为 笛 卡 儿 直 和 角 坐 标 系 ， 相 应 的 张 其 称 为 管 卡尔 张 量 . 


1. 张 量 的 定义 

在 选 定 的 测量 单位 下 ， 只 需 利用 一 个 和 坐标 系 选 取 无 关 的 数 来 表 
征 其 特征 的 量 称 为 标量 . 例如 数学 上 的 常数 及 e, 物理 学 中 的 质量 、 
密度 、 温 度 以 及 能 量 等 都 是 标量 

在 选 定 的 测 基 单 位 下 ， 由 一 个 和 坐标 系 选取 无 关 的 数 及 一 个 方向 
( 即 大 小 及 方向 ) 来 表征 其 特征 的 量 称 为 向 量 ， 例 如 数学 上 的 有 向 线 
段 ， 力 学 中 的 位 移 、 速 度 、 力 以 及 动量 等 均 为 向 量 . 

但 是 我 们 知道 ， 向 量 也 可 以 用 它 的 坐标 分 量 来 描述 并 进行 计算 . 
这 时 需要 选 定 适 当 的 坐标 系 来 进行 讨论 ， 同 一 向 量 在 不 同 坐 标 系 下 有 
不 同 的 坐标 分 其 ， 但 由 于 它们 描述 的 是 同一 向 基 ， 在 不 同 坐标 系 之 下 
向 基 的 坐标 分 基 必 须 满足 和 坐标 变换 相 匹 配 的 变换 规律 . 而 这 个 变换 
规律 就 是 这 个 客观 存在 的 向 基 独 立 于 坐标 系 选 取 方 式 的 反映 ， 因 此 ， 
向 基 可 由 其 在 给 定 坐 标 系 下 的 坐标 分 量 ， 连 同 坐 标 系 变换 时 其 坐标 分 
基 的 变换 规律 来 刻画 . 在 这 个 概念 的 基础 上 进行 延伸 ， 就 可 以 得 到 张 
量 的 概念 . 

在 笛 卡 儿 坐标 系 下 ,我 们 仅 限于 考虑 笛 卡 儿 坐 标 变换 ， 即 平移 、 旋 
转 及 反射 ， 如 果 新 旧 坐 标 系 都 限定 为 右手 系 ， 则 只 有 平移 和 旋转 . 

设 OZ17273 及 Ozl7a273 分 别 为 新 、 旧 右手 直角 坐标 系 ，e1，ey， 
e3 及 el e2, e3 分 别 为 新 、 提 坐标 系 的 单位 坐标 向 量 ， 设 


3 
e’ 一 》 ”aijej ( 一 1, 2,3). (1) 


/ / 
@i'@;=0j, @i'€j= 0i7, (2) 
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其 中 05 为 克 罗 内 克 记 号 ， 我 们 有 


3 
ei'@ 一 ja QikERk Due 


k=1 


>》 0 QiKQT1ORL 一 Dann =5 订 ， 


k=1 


So 


有 


这 说 明 4 = (az ) 是 一 个 正 交 阵 . 由 于 只 限于 由 右手 系 到 右手 系 的 坐 
标 变换 ， 应 有 det 4 = 1. 由 于 正 交 阵 4 的 道 阵 为 4T7 = (aj;), 由 
(1) 式 有 


ei= dane (i=1,2,3). (3) 
现在 具体 看 在 不 同 笛 卡 儿 坐标 系 下 向 量 坐标 分 量 的 变换 规律 . 设 a 


为 一 向 基 , 其 在 新 . 旧 坐 标 系 下 的 分 量 分 别 为 (ad, a, 4) 及 (al az a3)， 
于 是 


3 3 
a 一 >》 ”aiei 一 Dae (4) 
i=1 j=1 
由 (3) 一 (4) 式 得 
人 diQjie’ = ee 
i,7=1 
3 
a = Dara (7=1,2,3), 
i=1 
或 写 为 


‘oe ij Qs (i = 1, 2, 3). (5) 


由 于 4 = (4;j) 为 正 交 阵 ， 由 (5) 式 易 见 
3 
Qi 一 > oji0y (i = 1, 2,3). (6) 
j=1 


(5) 与 (6) 的 形式 和 坐标 向 基 的 变换 式 (1) 及 (3) 相 一 至 
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由 此 可 得 向 基 的 另 一 种 定义 : 设 一 个 量 在 每 一 个 直角 坐标 系 
OXIiT2T3 下 由 三 个 分 量 ( 数 ) Q1，42，43 表示 ， 而 这 些 分 量 在 坐标 
变换 (1) 下 按 (5) 式 进行 转换 ， 那 么 称 此 量 为 向 量 或 一 阶 张 量 . 增 
加 分 基 下 标的 个 数 ， 可 以 类 似 地 定义 二 阶 、 三 阶 及 更 高 阶 的 张 基 . 


九 个 分 车 CD 1 Dij G6 了 = 1,2,3) 表示 ， 严 左 华 标 交接 (1) 下 ,这些 分 
量 按 以 下 规律 


3 
pij = 2，aikojip (i,j = 1,2,3) (7) 
k,l=1 
转 接 为 另 -个 直角 坐标 条 O'z42Z924 中 的 九 个 分 量 PP (i,7 = 1,2,3)， 
则 称 量 到 为 二 阶 张 量 . 记 为 


Pil Pi2 D13 
P= {pi;} 二 | P21 222 p23 |， 
p31 P32 p33 


其 中 Dij 称 为 此 二 阶 张 量 的 分 量 . 


上 述 定义 不 难 推广 到 n 阶 张 量 忆 = {piziis}. n 阶 张 量 号 在 
每 个 直角 坐标 系 Oz17T27T3 下 有 3” 个 分 量 pipe (2 人 二 
1,2, 3); 在 坐标 变换 (1) 下 ， 其 分 量 之 间 的 转换 关系 则 由 


3 
/ 一 
Piiizin = > Qi Cioja *** Qinjn Djij2in 
J1,721°%,jn=1 
(2 ,2 , in = 1, 2, 3) (8) 
给 出 . 
2. 张 量 的 计算 


1° 张 量 的 加 减 
fp 土 qiy} 仍 为 二 阶 张 量 ， 记 为 已 圭 Q 有 即 


PiQ = {piy 士 di 


ba 
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设 a 为 一 标量 ,显然 {Qpi;y} 仍 为 二 阶 张 量 ， 记 为 QaP 即 
aP= {apo 上 上 
2” 张 量 的 乘积 
设 卫 = {paizim} 及 @ = {97ij2…jn} 分 别 为 m 阶 及 nn 阶 张 
其， 记 
Torimfjl jn = Diy-im dj.jn 
容易 验证 ， 玉 = {raiinjijn} 为 m 十 n 阶 张 量 ， 称 为 与 @ 的 
张 量 积 , 记 为 R= P&®Q. 
例 1. 设 a= {ai} 及 b= {5;} 均 为 向 量 ， 则 
Qi101 Qa102 aibs 
C=a 多 一 {0i0;} 一 Q20b1 a2b» a2bs 


Qsb1 Qa302 Qaabs 
为 二 阶 张震 物理 上 通常 称 其 为 a 与 的 并 矢 . 


3” 张 量 的 缩 并 

设 号 = {piiioin 上 为 n 阶 张 量 . 若 对 其 分 量 Diriz…in 的 两 个 下 标 
取 相 同 之 信 ， 并 对 该 下 标 从 1 到 3 求 和 ， 不 难 验 证 ， 这 样 就 得 到 一 个 
nn 一 2 阶 张 量 的 分 晤 ， 这 个 n 一 2 阶 张 量 称 为 张 量 尸 的 缩 并 . 

下 面 以 按 忆 的 分 其 的 最 后 两 个 下 标 缩 并 的 情况 子 以 说 明 . 设 


3 
it 一 > Dili2.-in 2kk) 
天 一 1 


则 @ = {giaio…in-z} 为 一 个 n 一 2 阶 张 量 . 事实 上 , 注意 到 A = (gi)) 
为 正 交 阵 ， 有 


3 
/ 四 了 
Ginizin 2 2, Pilio.in 2kk 


I 
M1 


CD 放 Qin 2jn-2 QkrQksDji...jn 2rs 
k,j1,, jn—2,7,8=1 
3 
一 > Ci Qin 2jn_20rsDj..jn 2rs 
ji Jn 2,7,8=1 
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3 
一 》， Ci 万 Cin 2 加 207 … 加 -2rr 
717n 一 207 一 1 
3 
一 >», Qj Qin 2jn-2dj1jn 2° 
J1,% ,jn—2=1 


故 @ 为 n 一 2 阶 张 量 . 
3 
例 2. 并 矢 a 久 上 b 的 缩 并 和 ob 即 为 向 基 a 与 b 的 内 积 . 
例 3. 设 {0ijkt} 为 四 阶 张 量 ， {Ei;} 为 二 阶 张 量 ， 则 
3 
{ = | 》， noun| 
pl=1 

为 二 阶 张 晤 . 利用 张 基 乘积 与 缩 并 的 结果 ， 很 容易 说 明 这 一 点 . 


例 4. 设 对 任意 给 定 的 二 阶 张 量 {€ij】， 


{tiy} 一 | >», honen| 


k,l=1 
均 为 二 阶 张 量 ， 则 {bijmz} 必 为 四 阶 张 量 . 
下 面 我 们 证 明 上 述 结论 ， 在 新 坐标 系 Oizd zz 下 


3 
1 / / 
ti; = > bijpERL: (9) 
k,l=1 
但 由 张 基 的 定义 
3 
7 一 
bi; = 2 dipQjatpg 
p,q9=1 
3 
一 2 QiplyabpgrsErs 
p,q,7,8=1 
3 
/ 
一 >, QipQjgakr QlsbpgrsERl. (10) 


p,q,7,s,k,l=1 
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由 于 (9) 及 (10) 对 一 切 二 阶 张 基 {eh} 均 成 立 ， 故 
3 
Dijk 一 》， QipQjgQprQlsbpors， 
p,q,7,8=1 
即 {biykt} 为 四 阶 张 量 . 
例 4 的 结论 通常 称 为 张 量 识别 定理 , 不 难 证 明 ， 这 个 定理 对 任意 
阶 的 张 基 均 成 立 . 


3. 二 阶 对 称 张 量 的 不 变量 
二 阶 张 基 忆 的 不 变量 是 指 由 该 张 量 决定 的 、 与 坐标 系 选取 无 关 的 


标量 . 
对 于 二 阶 张 基 已 = {piy}, 若 存在 非 零 向 量 a = (a1, az as), 使 


Pa = \a, (11) 


3 
其 中 入 为 一 标量 , 而 Pa = (Sool, 则 称 @ 的 方向 为 张 量 忆 的 
六 


主轴 方向 ( 主 方向 ), 称 入 为 忆 的 主 值 . 
张 基 五 的 主 值 入 为 其 不 变量 ， 即 在 坐标 变换 下 ， 成 立 


P’'a’ = Ma.. (12) 


事实 上 ， 


b 


3 
Ld / 了 
(CP ah 2 pa, 
j=1 
3 
二 > QikQjIDRIQ MAm 
Dh,l,m=1 
3 
= > Qik OImPhlAm 


k,l,m=1 


3 
二 > QikgDkLAL 
k,l=1 
3 
一 > Qik AQk 一 Na’. 


k=1 
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这 就 是 (12) 式 . 
入 为 已 的 主 值 等 价 于 入 满足 


pi 一 入 p12 p13 
p21 p22 一 入 p23 一 0， 
p31 P32 p33 一 信 
即 
入 一 入 (pn 十 p22 十 p33) 
十 入 p22 p23 p11 P13 D1li Pi2 
p32 p33 p31 P33 p21 p22 
pii P12 P13 
一 | P21 P22 p23 |=0. (13) 
p31 P32 P33 


这 是 关于 入 的 三 次 代数 方程 . 由 根 与 系数 的 关系 ， 得 


五 三 pii+ p22 p33 = A No Ms, 
万 d | P22 P23 p11 P13 P11 P12 
p32 D33 p31 P33 p21 P22 
= AIAa 十 MoMs 十 AsA1, 
d p11 Pi2 P13 
1l3 = | p21 p22 p23 | = NNNs, 
p31 P32 p33 


其 中 入 1, 入 2， 和 3 为 方程 (13) 的 三 个 根 . 由 于 和 1, 和 2 及 和 3 均 为 不 变 
其 ， 由 以 上 三 式 给 出 的 张 量 忆 分 其 的 组 合 万 , J2 及 五 均 为 不 变量 ， 
称 为 张 基 已 的 第 一 、 第 二 及 第 三 主 不 交 量 . 
特别 ， 若 

pi = pi (012,3)， (14) 
则 称 号 = {piy} 为 二 阶 对 称 张 量 . 容易 验证 ， 这 一 定义 不 依赖 于 坐标 
系 的 选取 .对 二 阶 对 称 张 量 已 必 存 在 三 个 实 主 值 和 1， 和 2, 和 3 及 三 个 
相互 垂直 的 主轴 ， 取 主轴 为 新 的 坐标 轴 ， 则 对 称 张 量 已 = {pij} 可 写 


为 如 下 形式 : 
A1 0 0 
| 0 A》X 0 |. 
0 0 A》s 
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这 说 明 二 阶 对 称 张 基 完 全 可 以 由 其 三 个 主 值 Al,，》X2 及 和 3 来 表征 ， 因 
此 其 一 切 不 变 基 均 可 由 Al, 和 2 及 和 3 表 出 . 换言之 ， Ai, Xa 及 和 3 本 
质 上 给 出 了 PP 的 一 切 可 能 的 不 变 基 . 但 局 的 主 值 又 可 由 其 第 一 、 第 
一 及 第 三 主 不 变 基 唯一 确定 ， 所 以 ， 二 阶 对 称 张 量 的 一 切 不 变量 均 可 
由 其 第 一 、 第 二 及 第 三 主 不 变量 厂 , 12 及 13 给 出 . 


4. 各 向 同性 张 量 
绝 大 多 数 张 基 的 分 基 经 过 坐标 旋转 变换 后 将 改变 其 值 . 这 种 张 量 
称 为 各 向 异性 张 量 . 但 也 有 一 些 张 量 ， 在 坐标 旋转 变换 下 ， 每 一 分 基 
均 保 持 不 变 ， 这 种 张 量 称 为 各 向 同性 张 量 ， 严格 地 说 ， 若 nn 阶 张 量 
如 = {hiiis.…in] 的 每 一 分 基 均 为 坐标 旋转 变换 下 的 不 变量 ， 即 在 坐标 
旋转 变换 下 成 立 
hi 


ili2in 一 haiia.in, 


(i1, i2, ,in = 1,2,3), (15) 
则 称 及 为 各 向 同性 的 ni 阶 张 量 . 例如 标量 ( 零 阶 张 量 ) 及 {64j} 均 为 
各 向 同性 的 . 各 向 同性 这 一 名 称 来 源 于 物理 . 例如 若 四 阶 张 量 {pijni} 
中 分 基 pii11 表示 某 种 材料 在 Zi 轴 方 向 的 拉 伸 弹性 系数 . 当 旋 转 到 新 
的 坐标 系 OZ1Z273 时 ， 张 基 为 {piywz}. 此 时 分 量 pii11 表示 该 材料 在 
24 轴 方 向 的 拉 伸 弹性 系数 ， 如果 材料 是 各 向 同性 的 ， 各 方向 的 拉 伸 弹 
性 系数 应 相同 ， 这 就 应 有 pl111 = Phi11. 
下 面 给 出 各 向 同性 张 量 的 一 些 具体 形式 . 
定理 . 1) 二 阶 各 向 同性 张 量 及 二 {hij} 的 一 般 形式 为 
其 中 入 为 标量 ， 而 5; 为 克 罗 内 克 记 号 . 
2) 四 阶 备 向 同性 张 量 百 = {hijpt} 的 一 般 形式 为 
hig! = Mibp 十 GO + Poudjg 
(i,7,k, 1 = 1,2, 3), (17) 


其 中 入, Q 及 均 为 标量 . 


证 明 ”我 们 只 证 2). 首先 , 容易 验证 ,由 (17) 式 给 出 的 四 阶 张 量 
是 各 向 同性 的 . 其 次 证 明 ， 若 及 为 各 向 同性 的 ， 则 有 


入 十 Q 十 B86， 若 i 二 7 二 上 二， (181) 
入 ， 若 i 一 7 天 大 = 1， (182) 
hijkl = $4 0 二 =k#ij=,, (183) 
) =/ 天 7=k, (184) 
0， 其 它 它 情形 . (185) 
一 旦 以 上 诸 式 得 以 证 明 ， (17) 式 自然 成 立 . 
因为 如 是 各 向 同性 的 ， 由 定义 知 
3 
him = Piggt = 2 dipQjaQkrAlshpars: (19) 
p,q,7,5=] 


下 面 的 证 明 分 四 步 完 成 . 
1°) 作 坐标 变换 


/ / / 
el 二 ECE2，eo 二 ECE3， €3= 1. 


0 1 0 
(ai) = ;1 
0 0 


将 这 个 矩阵 用 于 (19) 式 可 见 ， 对 于 jj 将 其 下 标 中 1 一 2, 2 一 3， 
3 一 1, 分 基 值 保持 不 变 . 
2°) 将 坐标 系 绕 zs 轴 旋 转角 度 7, 得 一 新 的 坐标 系 ， 此 时 


对 此 坐标 变换 ， 


© 


7 了 / 
€] 一 一 El1， EC2 一 一 人 2， €3 一 €3, 


—] 0 0 
(aij) 一 0 一 工 0 。 
0 0 1 
将 这 个 矩阵 用 于 (19) 式 可 见 ， 该 式 右 端 的 和 式 中 , 只 有 Dp = gq = 小 
7 一 上 及 5 三 /的 项 不 为 零 ， 且 
hijg! = hiyn. (20) 
(20) 式 中 的 “ 士 ” 号 按 以 下 规则 选取 : 当 且 仅 当 i, 7, 及 1 中 有 奇数 


个 3 时 ， 上 式 右 端 取 “ 一 ”号 ,其余 情 况 取 “+” 号 . 在 (20) 式 右 端 取 
“一 ”号 时 ， 就 有 


相应 地 


hiri = 0. (21) 
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由 1°) 知 ,在 i j,k 及 /中 有 奇数 个 1 或 奇数 个 2 时 ， (21) 式 亦 成 
立 . 


这 就 证 明了 (185) 式 . 
3°) 将 坐标 系 绕 zs 轴 旋 转角 度 7/2, 得 一 新 坐标 系 ， 此 时 


i f 1 


0 1 
(Qij) = | -1 0 
0 0 


将 此 和 矩阵 用 于 (19) 式 ， 得 


相应 地 


py 


Ris22 = G12012021021h2211 = ho2t1. (22) 

由 1°) 得 
hi122 = h2233 = hssu1, (23) 
hz211 = ha322 = hiiss. (24) 


由 (22) 一 (24) 诸 式 易 证 (182) 式 成 立 . 类 似 地 可 证 (183) 及 (184) 式 
成 立 . 
4) 将 坐标 系 绕 za 轴 旋 转角 度 T/4, 得 一 新 坐标 系 ， 此 时 有 


V2 
©, 一 - _V2。 V2 
2 一 2 i 2 人 2， 
€3 一 63， 
相应 地 
次 凌 0 
0 0 1 
由 (19) 式 ， 有 
3 
hilit = > Qi1pQ1gd1rQ1s hpors. 


Dp,g,7,8=1 
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将 矩阵 (25) 代入 上 式 ， 容 易 看 出 : 上 式 右 端 和 式 中 ， 只 有 P, 9q, 7 及 
s 均 取 1 或 2 的 这 种 项 可 能 不 为 零 . 进而 ,由 (185) 式 知 ， 仅 当 Pd9， 
7 及 s 中 有 偶数 个 1 或 偶数 个 2 的 这 种 项 可 能 不 为 零 ， 所 以 
hn: = atihin +t aft,ho22 十 Q2a2 (Pil22 
二 hz211 十 hi212 十 hoi21 十 hi221 + h2l12) 
1 
一 Tai 十 ma2222 十 /il122 十 hz211 十 hi212 
十 /2121 十 hi221 十 ho2112). (26) 


由 (182)—(184) 有 

hi122 一 h2211 一 入, 

hi212 = h2121 = Q, 

hi221 = ha2t12 = 1. 
又 由 1°) 得 

hiiit = h2222 = h3333. 
这 样 ， 由 (26) 式 就 得 到 
Ai 一 入 十 ac 十 0 

(181) 式 得 证 .定理 证 毕 . 


5. 张 量 的 微分 运算 . 

前 面 讨论 的 张 量 可 以 是 常 张 基 ， 即 每 一 分 基 在 给 定 坐 标 系 下 都 是 
常数 ; 也 可 以 是 张 基 函数 ， 即 其 分 量 为 函数 (依赖 某 些 参数 或 空间 点 的 
坐标 ). 若 张 荆 的 分 量 仅 为 某 些 参 变 量 的 函数 ， 那 么 一 切 微分 运算 均 可 
按 分 量 进 行 ， 情况 比较 简单 ， 这 里 重点 讨论 张 量 的 分 量 为 点 坐标 的 函 
数 的 情形 . 设 在 坐标 系 Oz17X273 下 ， 


P= {Piri (2)} 
为 n 阶 张 基 ， 即 在 新 坐标 系 O42420Z4 下 


3 
Piiz.in (TP!) 一 2 Qi 本 Qi 加 人 和 加 (z)， (27) 


In 一 1 
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其 中 也 = (Zz1, XY2, X23), 2 二 (721, 24, 2Z9). 下 面 定 义 该 张 其 的 几 种 微分 
运算 . 


1) 梯度 
忆 的 梯度 VP (或 grad 万 定义 为 
VP= {gan}, (28) 
天 Dpi .s 
di = ge (29) 


下 面 说 明 以 上 定义 的 {gai 上} 为 一 个 十 1 阶 张 量 ， 事实 上 


1 / 
7 Opi .4 (2 ) 
dirink = 6 一 一 
3 0 
一 > Or! (Quy Qi (2)) 
及 和 
3 
> yg, Oia(t) . Or 
?71.71 njn 7 
了 In Oz Oz 
3 
》， Qj Qin jn QkL Qjnl: 
11 


| 


i 


例 5. 设 媚 = {p} 为 零 阶 张 量 (标量 ), 则 标量 场 的 梯度 
_ op 
vP- { 训 | 
是 一 个 向 量 ， 即 一 阶 张 莉 . 


例 6. 设 也 = {pi} 为 一 阶 张 量 (向 量 ), 则 其 梯度 


Op 
一 (站 | 


为 一 个 二 阶 张 量 . 
2) 散 度 
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忆 的 散 度 VY . 忆 (或 div 万 定义 为 
3 Opia.. “in—1k 
V .已 = [2 | (30) 


因为 了 的 散 度 V ,成 为 由 其 梯度 V 忆 缩 并 而 得 , 故 为 nn 一 1 阶 张 量 , 
例 7. 设 已 = {pi} 为 一 阶 张 其 (向 量 ), 则 其 散 度 


为 通常 向 基 场 的 散 度 ， 这 是 一 个 标量 ， 即 零 阶 张 量 . 
例 8. 设 忆 = {pij} 为 一 个 二 阶 张 量 ， 那 么 其 散 度 ' 


为 一 阶 张 量 ， 即 向 量 . 
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1. 热力 学 研究 的 对 象 

热力 学 研究 的 对 象 是 由 巨大 数量 的 物质 粒子 (分 子 、 原子 、 电子 等 ) 
所 组 成 的 物质 系统 ， 这 是 一 个 自由 度 非常 大 的 动力 学 系统 . 

如 果 一 个 物质 粒子 系统 (下 面 简称 系统 ) 与 外 界 没有 任何 相互 作 
用 ， 称 该 系统 为 孤立 系统 . 如 果 它 与 外 界 没 有 物质 交换 ， 但 可 以 有 能 
其 交换 ， 则 称 其 为 封闭 系统 . 

经 典 热力 学 主要 研究 处 于 平衡 态 的 系统 . 所 谓 平衡 态 ， 是 指 一 个 
系统 尽管 组 成 它 的 物质 粒子 在 作 复杂 的 运动 ， 但 从 宏观 上 看 ， 系 统 各 
点 附近 的 状态 是 相同 的 ， 从 而 对 整个 系统 可 用 相应 的 状态 量 (如 绝对 温 
度 等 ) 来 描述 所 考察 的 状态 . 除 平衡 态 外 ,经典 热力 学 还 讨论 系统 的 热 
力学 态 ， 一 个 系统 如 果 作 为 一 个 整体 并 不 处 于 平衡 态 ， 但 它 可 以 分 成 
有 限 个 部 分 ， 而 每 一 部 分 均 处 于 平衡 态 ， 则 称 该 系统 处 于 热力 学 态 
例如 ， 若 一 系统 由 4 及 B 两 部 分 组 成 , 而 4 及 B 均 处 于 平衡 态 ， 
则 该 系统 即 处 于 热力 学 态 . 

在 讨论 系统 状态 的 变化 时 ， 在 热力 学 中 仅 讨论 初 态 与 终 态 均 为 热 
力学 态 的 这 种 变化 . 而 系统 在 变化 过 程 中 的 每 一 瞬间 ， 则 可 以 是 热力 
学 态 ， 也 可 以 不 是 . 一 般 来 说 , 这些 中 间 状 态 是 非常 复杂 的 只 有 当 过 
程 进行 的 速度 相对 于 系统 内 部 趋 于 平衡 的 速度 而 言 非 常 缓慢 时 ， 系 统 
的 中 间 状 态 才 可 视 为 热力 学 态 ， 一 类 重要 的 理想 化 的 变化 过 程 是 准 静 
态 过 程 . 如 果 一 个 系统 在 变化 过 程 的 每 一 瞬间 都 处 于 平衡 态 ， 这 种 过 程 
就 称 为 准 静态 过 程 . 这 是 一 种 实际 上 并 不 存在 的 理想 化 过 程 . 但 是 当 
一 个 初 态 与 终 态 都 是 平衡 态 的 变化 过 程 进行 得 极 缓慢 时 ， 就 可 以 近似 
地 将 它 视 为 一 个 准 静 态 过 程 . 


2. 热力 学 第 一 定律 ， 内 能 
热力 学 第 一 定律 的 基本 思想 是 能 量 守 恒 . 确切 地 说 ， 守 人 恒 的 是 能 
基 而 不 是 热量 . 


热力 学 第 一 定律 . 当 一 封闭 系统 由 初 态 al 变 到 终 态 Qo 时 ， 系 统 
得 自 外 界 的 功 入 W 与 热量 AQ 的 总 和 , 只 取决 于 系统 的 初 态 与 终 态 ， 
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而 与 中 间 过 程 无 关 ， 因 此 ， 存 在 一 个 仅 依 环 于 条 统 的 状态 量 U， 使 得 
AU dB Uo) -Um) = AW + AQ. (1) 
此 状态 量 U/ 称 为 条 统 的 内 能 . 


系统 的 内 能 是 该 系统 内 物质 粒子 (通常 指 分 子 ) 无 规则 运动 的 动能 
与 它们 之 间 相 互 作用 形成 的 势能 之 和 |. 


3. 热力 学 第 二 定律 ， 粹 

热力 学 第 一 定律 闸 明 了 热力 学 过 程 必须 满足 的 能 量 关 系 ， 但 没有 
指出 过 程 变化 的 趋向 ,例如 ， 若 一 热力 学 系统 由 A 及 B 两 个 平衡 态 
组 成 . 设 子 系统 4 及 B 的 温度 分 别 为 由 及 名. 热力 学 第 一 定律 告诉 
我 们 ， 如 果 4 及 B 之 间 有 热 交 换 ， 则 一 个 子 系统 得 到 的 热量 必须 等 
于 另 一 个 子 系统 失去 的 热量 ， 但 并 未 指出 热量 传递 的 方向 ， 然 而 经 验 
告诉 我 们 ， 热 基 一 定 是 由 高 温 的 子 系统 传 到 低温 的 子 系统 ， 揭示 自然 
界 存 在 的 这 种 不 对 称 性 ， 即 自然 现象 的 单 向 性 ， 则 有 赖 于 热力 学 第 二 
定律 . 

热力 学 第 二 定律 有 许多 种 叙述 方式 . 这 里 采用 克 劳 修 斯 (Clausius) 
不 等 式 的 形式 . 这 种 叙述 方式 虽然 不 太 直 观 ， 但 容易 导出 重要 的 状态 
基 一 一 粹 . 

一 个 系统 的 终 态 与 初 态 相同 的 变化 过 程 称 为 循环 . 


热力 学 第 二 定律 . 设 初 态 为 平衡 态 的 系统 在 与 热源 保持 接触 的 情 
况 下 完成 一 个 循环 .在 循环 过 程 中 ,系统 从 绝对 温度 为 ge 的 热源 吸取 
热量 dQ@， 则 


Oe <0 (2) 


(2) 式 称 克 劳 修 斯 不 等 式 ， 上 述 闭 路 积分 是 沿 循环 过 程 取 的 . 


下 面 讨论 变化 过 程 的 可 逆 性 . 设 所 考察 的 系统 从 状态 Ql 变 到 状态 
Q2, 而 外 界 环境 从 状态 BI 变 到 状态 B2. 若 有 某 种 方法 能 使 系统 从 状 
态 as 变 回 到 al, 而 相应 地 环境 从 状态 Bo 变 回 到 B1, 则 称 这 个 过 程 是 
可 逆 过 程 . 实际 上 发 生 的 热力 学 过 程 都 是 不 可 逆 的 . 
过 程 在 每 一 瞬间 都 是 平衡 态 ， 这 样 一 种 过 程 可 以 用 相 空 间 的 一 条 曲线 
描绘 .如 对 流体 ， 状 态 量 只 有 两 个 是 独立 的 ， 设 独立 的 状态 变量 取 为 
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(Ww 人, 这 里 Y 为 气体 的 体积 ， 0 为 绝对 温度 . 那么 初 态 为 Ql 、 终 态 
为 a2 的 准 静 态 过 程 可 由 相 平 面 (V,9) 上 的 一 条 曲线 C ( 见 图 1) 描 
绘 . 这 种 过 程 自 然 是 可 道 的 . 为 此 只 要 将 状态 aa 沿 原 曲 线 C 按 相反 
方向 变 到 aa 即 可 . 今后 所 说 的 可 道 过 程 均 指 准 静态 过 程 . 


现 考察 由 准 静 态 过 程 形成 的 循环 . 由 于 准 静态 过 程 是 可 逆 的 ， 由 


(2) 式 有 
僻 - ， 


其 中 0 为 村 统 的 绝对 温度 ， 由 于 《3) 式 对 相 空间 中 的 任 一 闭 曲 线 均 成 
立 ， 所 以 为 一 全 微分 即 存在 一 个 状态 量 S, 使 


_ aq 
d5 = 也 (4) 


S 称 为 系统 的 精 . 对 于 上 面 所 说 的 流体 情况 ， 有 
dQ = dU + pdV, (5) 
其 中 U 为 内 能 ，p 为 压强 ， 即 有 


OU OU 
dQ = (区 + dV 十 却 (6) 
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1 
(4) 式 说 明 ，(6) 式 右 端 一 般 来 说 不 是 全 微分 ， 但 它 有 积分 因子 PE 
上 面 只 对 系统 的 平衡 态 定义 了 篇 . 但 焙 具 有 可 加 性 ， 对 处 二 热力 
设 一 热力 学 系统 由 平衡 态 al 经 过 某 个 过 程 上 变 到 平衡 态 aa, 则 
必 有 


dc 
人 RSS(0%) -so (7) 


圳 实 上 , 设 及 为 由 ad 变 到 aa 的 准 静态 过 程 ( 见 图 2). 由 克 劳 修 斯 不 
等 式 (2) 有 
[rh 


——<(0. 
1La2 Oe GQ2 Ral 0 


但 (4) 式 给 
d 
| $=5(0) -so 
所 以 (7) 式 成 立 . (7) 式 也 可 写 为 


oads (8) 
Oe 
由 此 ， 若 系统 是 扳 立 的 或 是 绝热 的 ， 则 有 


dS5>0. (9) 
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可 以 说 明 , 这 一 结论 对 孤立 或 绝热 且 初 、 终 态 均 为 热力 学 态 的 系统 也 
是 成 立 的 . 对 一 个 孤立 或 绝热 的 热力 学 系统 ， (9) 式 是 一 个 过 程 得 以 
进行 的 条 件 . 

由 (9) 式 不 难得 到 

热力 学 第 二 定律 的 另 一 种 叙述 ， 把 热量 从 低温 系统 传 到 高 温 系 统 
而 不 引起 其 它 变 化 是 不 可 能 的 . 


4. 勒 让 德 (Legendre) 变换 

前 面 已 经 谈 到 过 ， 可 采用 不 同 的 两 个 热力 学 状态 量 作为 自 变 基 ， 
并 得 到 相应 的 状态 方程 ， 以 此 来 建立 热力 学 的 基本 关系 式 ， 为 说 明 在 
一 般 情 况 下 ,如何 进 行 这 种 自 变量 间 的 转化 ， 先 介绍 -下 勒 让 德 变换 . 

我 们 知道 ， 在 (x, y, 4) 空间 的 曲面 可 以 视 为 点 的 轨迹 ， 但 也 可 以 
视 为 其 切 平面 的 包 络 . 如 果 已 知 曲面 的 方程 为 


u = u(r,Y), (10) 


则 过 其 上 一 点 (ZX,y, (7Z,Y)) 的 法 线 向 量 为 (Wz, Wy, 一 1), 从 而 过 此 点 
的 切 平面 为 


T—u— (FZr)u — (FY = 0, 


即 
UzT + UyY — HU = Tur + Yuy 一 他 (11) 


其 中 (Z, 7, 如) 为 此 切 平面 上 的 变动 坐标 ,而 4 二 w(x,Yy). 这 样 就 得 到 
一 个 依赖 于 两 个 参数 (x,y) 的 切 平面 族 ， 记 


é Ur NW, w= TU YUuy 一 2， (12) 
此 切 平面 方程 可 简写 为 
《五 十 7 万 一 五 三 ww (13) 


《5 mw) 称 为 此 切 平面 的 平面 坐标 . 确定 了 它 ， 就 可 按 上 式 决定 此 切 
平面 这样， 曲面 《10) 的 切 平 面 族 (11) 的 平面 坐标 就 由 (12) 式 给 
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出 . 原则 上 ,， 从 和 = wz(Z,; 细 ,7 二 Wy(Z,Y) 可 反 解 出 工 及 1 为 (9 
的 函数 ， 代 入 (12) 式 的 最 后 一 起， 就 得 到 
w = w(E,n). (14) 


这 个 式 子 称 为 曲面 的 切 平面 坐 标 方 程 . 

曲面 的 这 两 种 表示 方法 可 以 互 换 、 由 上 面 的 讨论 知 ， 若 已 知 曲面 
的 点 坐标 方程 (10), 原则 上 可 得 到 其 切 平面 坐标 方程 (14). 此 外 ， 由 
(12) 式 有 


oz ,Oy zx wo 
BE "BE “OE BE 


we = 十 L. (15) 
同 理 

wn = Y. (16) 
综合 (12) 、(15) 与 (16) 式 得 : 曲面 的 点 坐标 方程 4 二 (72,y) 与 切 
平面 坐标 方程 w = w(&,m) 之 间 满 足 如 下 关系 ; 


ww 二 26 士 V1 一 2 
《 一 Uz, 7 一 Uy (17) 
T=We, Y= w,. 


肥 之 ， 在 已 知 曲面 的 切 平面 坐标 方程 (14), 也 就 是 给 定 了 一 个 依 
赖 干 两 个 参数 的 平面 族 
€7 + NY — = w(t,n), (18) 
其 中 (7z,y, 4) 为 此 平面 上 的 变动 点 坐标 . 这 个 平面 族 的 包 络 就 决定 了 
一 个 曲面 , 根据 求 包 络 曲面 的 方法 ， 将 (18) 式 对 参数 & 及 n 分 别 求 
导 一 次 ， 得 到 


Z 一 we， Y= wr. (19) 
从 中 解 出 & 及 刀 为 (2,y) 的 函数 ， 再 代入 
& 一 &EZ 十 710 一 Ci (20) 


就 得 到 所 求 的 曲面 4 = w(z,y). 这 就 是 所 求 包 络 面 的 点 坐标 方程 ， 由 
(19) 一 (20) 式 知 ， 此 时 有 
06 On OE On 


人 (21) 
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同 理 


下 是 我 们 得 到 与 (17) 式 完全 相同 的 方程 . 

从 关系 式 (17) 可 以 看 到 : 对 于 由 4 二 &(Z;,V) 所 决定 的 w = 二 
w(&,n), 由 它 确定 的 曲面 点 坐标 方程 必 仍 为 原先 的 4 = w(x,Yy)， 因 
此 ， 曲 面 的 点 坐标 方程 和 切 平面 坐标 方程 是 等 价 的 ， 且 它们 通过 (17) 
中 的 一 组 对 称 的 式 子 相 联系 ， 二 者 之 间 具 有 对 偶 性 . 

将 曲面 的 点 坐标 方程 变换 到 切 平面 坐标 方程 的 变换 ， 称 为 勒 让 德 
变换 . 这 一 变换 和 普通 的 变 基 变 换 不 同 ， 因 为 变换 的 本 身 依 赖 于 所 讨 
论 的 函数 4 二 4(Z,2). 在 不 少 非 线性 问题 中 ， 正 是 由 于 这 一 点 ， 可 使 
问题 得 到 很 大 的 简化 ， 其 至 使 一 个 非 线 性 问题 化 为 线性 问题 . 


下 面 讨论 能 够 进行 勒 让 德 变换 的 条 件 ， 容 易 看 到 ， 只 要 能 从 
€ Ur N= Uy (23) 


中 单 值 反 解 出 Z 及 y 为 (&,7m) 的 函数 ， 勒 让 德 变 换 即 可 进行 由 隐 范 
数 存在 定理 ， 著 在 所 考察 点 ， 雅 可 比 行列 式 


Urr Uxry 


天 0， (24) 


Uzy Uyy 
则 至 少 在 该 点 的 一 个 邻 域 中 ， 可 由 (23) 式 单 值 解 出 z 及 y. 对 于 满足 

UzzUyy — Wi, 一 0 (25) 
的 曲面 4 = 4(x,y), 勒 让 德 变换 失效 ， 满足 这 种 关系 式 的 曲面 是 可 展 
曲面 ， 即 单 参数 切 平面 族 的 包 络 . 这 时 ,每 -一切 平 面 沿 着 一 直线 与 曲面 


相 切 ， 自 然 不 可 能 建立 起 曲面 上 的 点 与 切 平面 之 间 的 一 一 对 应 关系 . 
现在 证 明 ， 若 


Uzz Uyy 
=az*0, 26 
Ury Uyy (26) 
则 相应 的 逆 变 换 的 雅 可 比 行列 式 
Use uen|_1 
一 27 
Ugn Urm a (27) 


5. 热力 学 函数 285 


这 说 明 ,， 反 过 来 的 勒 让 德 变换 也 是 可 行 的 . 事实 上 , 将 (23) 式 对 《 及 
7 分 别 求 导 一 次 ， 得 到 

UzzWeé 十 Wzywtn = 1 

UzzWen 十 WUzywrmn = 0, 

UzryWet 十 Uyywen = 0， 


UryWen 十 Un = 1, 


( 呈 吕 儿 生 加 大 (o 
Ury Uyy Wen Wr 0 1 
由 此 即 可 得 (27) 式 . 


上 面 对 二 元 函数 引入 勒 让 德 变换 的 方法 ， 对 一 般 的 n (之 1) 元 函 
数 风 三 &(Z1 ,Yn) 也 可 以 类 似 地 进行 ,其 勒 让 德 变换 规则 为 


Uw = T+ 二 Tnén, 
Uz1 一 1， ) Upn 一 En, (28) 


tl 一 化 1) En 一 Tn. 
这 个 勒 让 德 变换 得 以 进行 的 条 件 也 与 二 元 情况 类 似 ， 这 里 不 再 详 述 . 
5. 热力 学 函数 
前 面 说 过 ， 处 于 平衡 态 的 流体 系统 ， 其 状态 量 中 只 有 两 个 是 独立 


的 . 取 不 同 的 独立 状态 其 , 通过 勒 让 德 变换 ， 可 以 得 各 种 热力 学 函数 . 
由 (4) 一 (5) 式 有 


dU = 0d5 - pdf (29) 


知 以 e 及 了 分 别 表示 单位 质 基 流体 的 内 能 与 体积 ( 即 比 容 ), 而 单位 质 
基 的 炉 仍 以 S 表示 ， 则 (29) 式 可 写 为 


de = 0d59 — pdr. (30) 


1 
于 是 ， 可 取 7 (= 让， 0 为 密度 ) 及 9 为 独立 变量 ， 而 e = e(7, 5) 为 
相应 的 状态 方程 .于 是 有 


一 D9， p= Br (31) 
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我 们 假设 (这 些 假设 通常 是 可 以 满足 的 ) 
Oe Oe 


B35 >0, 页 < (0， (32) 
且 和 上 敌阵 
Pe pe 
Pe pe 
OSOr O97? 
为 正定 的 ， 
现在 我 们 要 利用 勒 让 德 变换 变 到 其 它 的 独立 变量 ， 并 得 到 新 的 热 
力学 函数 . 


将 3 视 为 参 变量 , 对 7 及 e(7, 5) 作 勒 让 德 变换 . 由 矩阵 (33) 的 
正定 性 ， 这 是 可 能 的 ， 由 n = 1 时 的 变换 关系 (28), 有 


e+w= 76é, 
Oe Ow (34) 
pk pi 


由 (31) 及 (34) 式 知 p 二 一. 记 1= 一 w, (34) 的 第 一 式 可 写 为 
1 二 € 二 pT. (35) 
1 是 了 与 9 的 函数 ，i = i(p,S), 称 为 (单位 质量 的 ) 热 烩 . 由 (34) 
的 最 后 一 式 ， 有 
Oi 

利用 (35) 式 并 注意 到 (31) 式 ， 不 难 验 证 

oi _ Oe(7, S) _ 1 

05 65 


这 样 ， 当 取 p 及 9 作为 独立 变量 时 ， 了 及 9 作为 p 及 5 的 函数 由 
(36) 与 (37) 式 给 出 ， 而 且 还 有 


(37) 


di = 7dp + 0d5. (38) 
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对 于 等 压 过 程 ， 有 di = bd9 = qd@. 即 在 等 压 过 程 中 ， 热 蛤 的 增 其 等 
于 热 基 的 增 基 ,， 故 热 灼 有 时 也 称 为 热 函数 . 我 们 指出 , 热 焰 是 状态 量 ， 
而 热 基 却 不 是 状态 量 . 

类 似 地 ， 将 了 视 为 参数 ， 对 5 及 e(7, 93) 作 勒 让 德 变换 .变换 关 
系 式 (28) 给 出 


e 十 ww 一 96， 
ae au 。 (39) 
95 ~ BO ~ 
由 (31) 式 知 0==&. 记 太 = 一 w, (39) 的 第 一 式 可 写 为 
F=e— 0605. (40) 


及 是 7 及 .的 函数 ， 已 = (7,60), 称 为 (单位 质量 的 ) 辫 姆 震 兹 
(Helmholtz) 自由 能 . 由 (39) 的 最 后 一 式 有 


oF 


5. 41 
00 ? (41) 
类 似 于 (37) 式 ， 容 易 验 证 

OF Oel(7,S) 

or Or ~ ? (42) 


这 样 ， 当 取 7 及 9 作为 独立 变量 时 ， 3 及 p 作为 + 及 9 的 函数 可 由 
(41) 及 (42) 式 给 出 ， 而 且 有 


dF = —pdr -3Sdb. (43) 


下 面 说 明 一 下 交 姆 霍 兹 自由 能 的 物理 意义 . 我 们 知道 , 一 个 热力 学 
系统 释放 出 的 能 其 不 可 能 全 部 用 来 做 功 ， 其 中 一 部 分 必然 以 热 的 形式 
传递 出 去 . 我们 感 兴趣 的 是 能 用 来 做 功 的 这 一 部 分 ， 对 于 等 温 过 程 ， 
由 (40) 式 ， 有 

dF = de — 0dS = de — dy, (44) 


这 里 dg 表示 由 外 界 传 入 此 (单位 质量 ) 系统 的 热量 , 而 dw = de 一 dr 
则 是 外 界 对 此 (单位 质量 ) 系统 所 作 的 功 . 所 以 ， -dF 就 是 在 等 温 过 
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程 中 系统 能 够 对 外 界 做 的 功 . 
现在 对 T, 9 及 e(7, 3) 作 勒 让 德 变换 .变换 关系 式 (28) 给 出 


e+wW=7€+ Dn, 


ae ae _ 
6r ~ 85 " (45) 
Ow Ow 
CE 而 一 
由 (31) 式 知 
记 G = 一 w, 则 
G=et+pr—05=i~05. (47) 


G 是 p 及 9 的 函数 ，G = G(p, 俯 , 称 为 (单位 质量 的 ) 吉 布 斯 (Gibbs) 
自由 能 , 也 称 为 热力 学 势 . 由 (45) 的 最 后 两 式 得 
9G _， 00. 
WD "8 
这 样 ， 当 取 p 及 9 作为 独立 变量 时 ，T 及 S 作为 p 及 日 的 函数 可 由 
(48) 式 给 出 ， 而 且 有 


_5. (48) 


dG = rdp - Sd0. (49) 


6， 内 能 与 粹 的 表达 式 
现在 讨论 当 以 及 9 作为 独立 变量 时 ， 如 何 利用 状态 方程 p = 
Pp(7, 8) 以 及 定 容 比 热 cy 来 表示 流体 的 内 能 与 篇 . 所 谓 定 容 比 热 是 指 
单位 质量 的 流体 在 体积 不 变 时 ， 温 度 升 高 一 度 所 吸收 的 热 其 ,显然 
Be(7,0 
cy = 人 (50) 
由 (30) 式 ， 
bd3 = de + pdr7, (51) 


6. 内 能 与 粹 的 表达 式 
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从 而 


但 由 (43) 式 有 


这 样 ， (53) 式 给 出 


55 _ op 
Or 600. 


Oe Op 


99? 


由 (50) 及 (55) 式 , 我 们 有 


de = 


Oe Oe 


00 


而 由 (52) 及 (54) 式 ， 则 有 


ds 


0 
(9 串 -2) ar+ovan 


(52) 


(53) 


(54) 


(55) 


(56) 


(57) 


状态 方程 p = p(7,0) 以 及 cy 一 般 可 通过 实验 得 到 . 这 样 ， 由 
(56) 及 (57) 即 可 得 到 e 及 5 的 表达 式 . 
对 于 理想 气体 , 状态 方程 为 


p= 有， 
人 


其 中 已 为 一 个 正常 数 . 由 (55) 式 ， 此 时 有 


& 
Or 


(58) 


(59) 
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这 说 明 ， 理 想 气 体 的 内 能 e 只 是 0 的 函数 ， e = e(9), 因此 定 容 比 热 
cy 也 如 此 : cv = cv(9). 这 样 ， 由 (50) 式 就 得 到 


e = / cv (0)d0. (60) 


而 由 (57) 式 ， 则 给 出 炉 的 表达 式 


R 1 
S / Fdr + cv(0)3d0 


f Ramr + ev(0)ding. (61) 


当 cr 为 常数 时 (在 温度 不 太 高 时 ， 理 想 气体 即 可 认为 满足 这 一 条 
件 ), 气体 称 为 多 方 气体 . 此 时 ,由 (60) 及 (61) 式 ， 并 注意 到 绝对 温 
度 为 0 时 内 能 应 为 0, 我 们 有 


C 二 cvb, (62) 
5S = ov /am Ci 
= cyvln(br7-1) 十 常数 ， (63) 


R 
其 中 Y= 元 十 工 称 为 绝热 指数 . 利用 状态 方程 (58), 上 式 又 可 写 为 


了 
9 = win (5S ) 十 常数 
二 cyln(pr7) 十 常数 . (64) 


由 (64) 式 又 可 得 


S— 8 
p= (7y— Dreo ( 可 "| ， 
其 中 So 为 常数 . 这 样 ， 由 (62) 、 (58) 及 7 的 定义 ， 又 可 得 内 能 的 
如 下 表达 式 g_8g 
7-(7-l) 20 
e 一 了 | 总 ) . (65) 
利用 这 个 表达 式 ， 容 易 对 多 方 气体 验证 假设 (32) 以 及 和 矩阵 (33) 的 正 
定性 . 
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